﻿Nicolae Cotfas Liviu-Adrian Cotfas COMPLEMENTE DE MATEMATICA I EDITURA UNIVERSITARII DIN BUCUREȘTI Introducere Analiza complexă, spațiile Hilbert, transformarea Fourier, ecuațiile diferențiale, polinoamele ortogonale si funcțiile speciale sunt elemente de baza ale aparatului matematic utilizat în mecanica cuantica si fizica matematica Prezenta lucrare își propune sa ofere un acces cat mai facil la anumite notiuni matematice si în acelasi timp, o familiarizare cu unele elemente ale formalismului matematic utilizat în descrierea sistemelor cuantice Paragrafele continand subiecte mai avansate sunt marcate cu * In partea a doua a lucrarii, aflata în pregătire, se vor prezenta notiuni si rezultate din geometria diferențiala, teoria grupurilor si a algebrelor Lie, teoria operatorilor țsi referitoare la ecuațtiile cu derivate parțtiale Cartea se bazează pe cursurile predate de primul autor la Facultate de Fizica, Universitatea din Bucuresti Noțiunile si rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate de al doilea autor prin inserarea unor exercițtii sți a unor aplicațtii bazate pe programul MATHEMATICA Bucuresti, 2012 Nicolae Cotfas Liviu-Adrian Cotfas 5 Cuprins 1 Elemente de analiză complexă 9 1 1 Numere complexe 9 1 2 Șiruri de numere complexe 16 1 3 Funcții complexe de variabilă complexă 18 1 4 Integrala complexa 29 1 5 Serii Laurent 48 1 6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor 59 2 Spatii vectoriale finit-dimensionale 73 2 1 Spații vectoriale 73 2 2 Transformari liniare 82 2 3 Dualul unui spațiu vectorial 92 2 4 Sume de spații vectoriale 96 2 5 Produs tensorial de spații vectoriale 100 3 Tensori pe spatii vectoriale finit-dimensionale 105 3 1 Tensori 105 3 2 Operatii cu tensori 107 3 3 Exemple de tensori 109 4 Spatii Hilbert finit-dimensionale 113 4 1 Spații cu produs scalar 113 4 2 Baze ortonormate 116 4 3 Dualul unui spațiu cu produs scalar 121 4 4 Sisteme de vectori coerenti 126 7 8 CUPRINS 4 5 Spații Hilbert 128 4 6 Adjunctul unui operator 134 4 7 Transformari unitare și transformări ortogonale 137 4 8 Transformarea Fourier finita 142 4 9 Operatori autoadjuncti (hermitici) 146 4 10 Produs tensorial de spatii Hilbert 150 4 11 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 153 5 Elemente de teoria distribuțiilor 163 5 1 Distributii 163 5 2 Distributii temperate 182 5 3 Transformarea Fourier a functiilor 188 5 4 Transformarea Fourier a distributiilor 195 5 5 Aplicatii în mecanica cuantica 203 6 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 225 6 1 Ecuații diferențiale de ordinul întâi 225 6 2 Ecuații diferențiale liniare de ordin superior 231 6 3 Sisteme diferențiale liniare 241 7 Polinoame ortogonale si functii speciale asociate 251 7 1 Polinoame Legendre 251 7 2 Funcții Legendre asociate 261 7 3 Polinoame Laguerre 263 7 4 Polinoame Hermite 268 7 5 Polinoame de tip hipergeometric 272 7 6 Functii speciale asociate 279 7 7 Ecuații Schrodinger rezolvabile explicit 286 Capitolul 1 Elemente de analiză complexă 1 1 Numere complexe 1 1 1 Mulțimea numerelor complexe C = R + Ri = {z = x + yi | x,y G R } considerata împreuna cu operațiile de adunare (x + yi) + (x' + y'i) = (x + x') + (y + y')i Si de înmultire cu un numar real a(x + yi) = ax + ayi este spațiu vectorial real de dimensiune 2 Scrierea unui numar complex sub forma z = x + yi reprezinta dezvoltarea lui în raport cu baza {1, i} Aplicatia R2 —> C : (x, y) x + yi este un izomorfism care permite identificarea celor doua spatii vectoriale si conduce la o reprezentare geometrica naturala a numerelor complexe în plan (planul complex) 1 1 2 Relatia i2 = —1 permite definirea unei operatii suplimentare pe C (x + yi)(x' + y'i) = (xx' — yy') + (xy' + yx')i numita înmulțirea numerelor complexe Multimea C considerata împreuna cu operatiile de adunare si înmultire a numerelor complexe este corp comutativ In particular, fiecare numar complex nenul admite un invers 9 10 Complemente de Matematica 1 (x + yi) x + yi x — yi x2 + y2 x2 + y2 x2 + y2 1 x y Figura 1 1: Conjugatul unui număr complex 1 1 3 Definiție Fie z = x + yi un număr complex Numărul Re z = x se numește partea reala a lui z Numărul Im z = y se numește partea imaginara a lui z Numărul z = x — yi se numește conjugatul lui z Numarul |z| = \/x2 + y2 se numește modulul lui z 1 1 4 MATHEMATICA Re[x+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I] In :=I In :=Sqrt [-4] In : = (3+2 I)*2 In : = (3+2 I)/(5-I) Out = ii Out =2i Out =5+12i Out = 2 + 2 In :=Re In :=Im In :=Abs Out =3 Out =4 Out =5 In :=Conjugate i—— Out =3-4i 1 1 5 Propoziție Relațiile zi ± z2 = zi ± z2 zi z2 = zi z2 (zn) = (z)n |z| = |z| |z|2 = zz (z) = z CYA — zy z I z zy z z zy CYA 'V | 1 ^*1 zy Re z — 2 im z — 2 i z — Re z + i im z au loc oricare ar fi numerele complexe z1, z2 și z Demonstrație Relațiile rezultă direct din definiție (pag 10-3) 1 1 6 Oricare ar fi si fi avem Elemente de analiza complexa 11 (cos p + i sin p) (cos + i sin = (cos p cos — sin p sin +i(cos p sin + sin p cos ^) = cos(p+^) + isin(p+^) Utilizând notația lui Euler e'z = cos t + i sin t relația anterioara devine eU eU = ei(^+^) 1 1 7 Pentru orice numar nenul z = x+yi exista arg z G (—n,n] încat z = |z|(cos(arg z) + isin(argz)) = |z| eiargz Figura 1 2: Modulul si argumentul unui numar complex Numarul arg z, numit argumentul principal al lui z = x+yi, este x arg z = 1 1 8 MATHEMATICA Arg[x+y In :=Arg[-1] i—— Out =n In :=Arg[I“15] — Out =-n arctg x daca n + arctg X —n + arctg X I], daca daca daca daca 0 x x y y > Vx2 = |x| |x + yi| = ^x2 + y2 > \ y2 = |y| iar relatia \ x2 + y2 R |z| = |x + yi| x2 + y2 este o norma pe spațiul vectorial real C, iar d : C x C —> R d(zi,z2) = |zi - z21 = ^(xi - x2)2 + (yi - y2)2 este distanța asociată Elemente de analiza, complexa 13 Demonstrație Oricare ar fi numărul complex z = x + yi avem |z| \ x2 + y2 > 0 Si |z| = 0 R, ||(x,y)|| =\JX2 + y2 atunci ||(x,y)|| = ^X2 + y2 = |x + yi| ceea ce arată ca aplicatia liniara R2 —> C : (x, y) x + yi este un izomorfism de spații vectoriale normate care permite identificarea spațiilor normate (R2, || ||) si (C, | |) Daca se are în vedere doar structura de spatiu vectorial normat, spatiile (R2, || ||) si (C, | |) difera doar prin notabile utilizate Distanta d(z1,Z2) = |Z1 - Z21 = ^/(x1 - x2)2 + (y1 - y2)2 dintre doua numere z1 = x1+y1i si z2 = x2+y2i în planul complex corespunde distantei dintre punctele corespunzătoare din planul euclidian (a se vedea Fig 1 4 ) d((x1 ,y1), (x2,y2>) = ^/(x1 - x2)2 + (y1 - y2)2 14 Complemente de Matematica Figura 1 4: Distanța dintre două puncte 1 1 13 In planul complex: |z1 — z2| = distanta între z1 si z2 |z| = |z — 0| = distanta între z si origine Fie a G C fixat si r > 0 Mulțimea Br(a) = { z | |z — a| 0 astfel încât M C Br(a) 1 1 15 Exercițiu Multimea M este marginita daca si numai daca exista r> 0 astfel încat |z| 0 astfel încat Br(a) c D Spunem că despre o multime F C C că este închisă dacă multimea C—F este deschisa Elemente de analiza, complexa 15 1 1 17 Exemple a) Discul Bi (0) este mulțime deschisă b) Semiplanul { z | Im z> 0 } este mulțime deschisa c) Orice mulțime finita F C C este o mulțime închisa d) Semiplanul { z | Re z > 0 } este multime închisă 1 1 18 Definiție O multime K C C este numită mulțime compacta daca este închisa si marginita 1 1 19 Exercițiu Să se arate ca relatiile a) |zi z2| = |zi||z2| b) I |zi| - |z2| I 0 este convergent la a și scriem lim zn = a n^x dacă lim \zn - a| = 0- n^x 1 2 2 Din relatia !xn - a| | > 0 este convergent daca și numai dacă șirurile de numere reale (Re zn)n>0 și (Im zn)n>0 sunt convergente și lim zn = lim Re zn + i lim Im zn- n^x n^x n^x 1 2 3 Exemplu lim n^x 1n + i 1 + - n lim n^x n + 1 n / 1 \n + i lim 1 +— = 1 + ei- n^x \ n ) n n + 1 Elemente de analiza complexa 17 1 2 4 MATHEMATICA: Lim[z[n],n->Infinity] Out =1 Out =e Out = 1+ie In :=Lim[n/(n+1) ,n->Infinity] In :=Lim[(1+1/n)“n,n->Infinity] In :=Lim[n/(n+1)+I (1+1/n)“n,n->Infinity] Figura 1 8: Șir mărginit convergent 1 2 5 Definiție Un șir (zn)n>0 este mărginit dacă există r>0 astfel încăt \zn | 0 1 2 6 Din relația \xn\ 1 f 0 este mărginit dacă si numai dacă Șirurile de numere reale (Re zn)n>0 si (Im zn)n>0 sunt marginite 1 2 7 Exercițiu Sa a) se arate ca b) c) \z\ \z\ \z\ lim zn = 0 n^^ n1 z 1-z = 1+z+z2+z3 + ■■■ oo n->oo 00 1 / l-l 1 £ zn = lim £ zn = lim n=0 k—»oo ,, Q k—»oo ȚT7= E Zn = l + Z + Z2 + Z3 + -" Figura 1 9: Mulțimea numerelor z cu proprietatea |z| o are limita infinită lim zn = oc n—>oo dacă lim |zn| = 00 1 2 9 Dacă M > 1 atunci lim zn = 00 n—>oo 1 3 Funcții complexe de variabilă complexă 1 3 1 Prin funcție complexă se înțelege orice funcție cu valori complexe 1 3 2 Definiție Spunem că funcția reală de variabilă reală f : > R este derivabilă in punctul xo € (a, &) dacă există și este finită limita /(lo) = hm - /a») T^ TO X — Xq numită derivata, funcției / in punctul xq Elemente de analiza complexa 19 1 3 3 Derivatele unor funcții reale de variabilă reală Funcțtia Derivata Domeniul Condiții f: R —— R f (x) = c f '(x) = 0 R f: R —— R f (x) = xn f '(x) = nxn-1 R n G N* f: (0, w) —— R f (x) = xa f z(x) = axa-1 (0, w) a G R f: R* —— R f (x) = 1 f/(x) = - X2 R* f: [0, w) —— R f (x) = y/x f/(x) = (0, w) f: [0, w) —— R f (x) = n/x f'(x> = n VX- (0, w) n G 2N* f: R —— R f (x) = /x f ' = n R* nG2N+1 f: (0, w) —— R f (x) = ln x f/(x) =1 (0, w) f: R —— R f (x) = ax f z(x) = ax ln a R 0 zn = 1 obtinem Zn — 1 1 1= nu există Alegand sirul zn = n+Ț lim n zn dar alegând sirul zn = 1 + n+Ți cu limn^^> zn = 1 obținem lim ^2-—1 = -1 n zn — 1 Elemente de analiza, complexa 21 1 3 8 Bazându-ne pe identificarea lui C cu R2 C —> R2 : x + yi ■ > (x, y) putem descrie orice funcție complexă de o variabila complexa f : D C cu ajutorul a doua funcții reale de cate doua variabile reale f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i unde u = Re f : D —> R este partea reala a lui f v = Im f : D —> R este partea imaginară a lui f 1 3 9 Exemple a) In cazul functiei f : c -^ C, f (z) = z avem f (x + yi) = x - yi adicăa u(x,y) = x, v(x,y) = — y b) In cazul functiei f : c —^ C, f (z) = z2 avem f (x + yi) = (x + yi)2 = (x2 - y2) + 2xyi Si prin urmare u(x,y) = x2 - y2, v(x,y) = 2xy 1 3 10 Conform definitei, funcfia f : D —> C, f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i este C-derivabila în z0 = x0 + yoi daca si numai daca exista si este finita limita lim f (z) - f (zo) z - z0 Pentru ca 22 Complemente de Matematica f (z) - f (zo) = a + Pi lim z—z0 z - zQ este necesar ca f (zq + t) - f (zq) lim -= a + pi, t——Q t adica sa aiba loc relațiile u(xQ + t,yo) - u(xQ,yo) lim t—Q lim t—Q echivalente t u(xQ,yo + t) - u(xq, yo) + lim t—Q ti + lim t—Q f (zq + ti) - f (zq) lim -= a + pi t—Q ti v(xq + t,yo) - v(xq,yo) i = a + pi t v(xo,yo +1) - v(xo,yo) , a i = a + pi ti cu du dv (xQ,yo) = a = — (xq ,yo), In particular, daca f este C-derivabilă în zQ = xQ+yQi atunci du dv f'(xq + yoi) = dfi(xq, yo) + dfi(xQ,yo) i- i (xQ’yQ) =p =-1 (xQ'yQ)- 1 3 11 Teoremă (Cauchy-Riemann) Funcția f : D —> C, f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i definită pe mulțimea deschisă D C C este C-derivabilă în punctul zQ = xQ+yQi G D dacă si numai dacă functiile reale u : D —> R, v : D —> R sunt R-diferentiabile în (xQ, yQ) și verifică relatiile Cauchy-Riemann du dv du dv dx {Red, Dashed, Thick}, AspectRatio -> Automatic] Figura 1 11: Funcția logaritm natural In este inversa funcției exponențiale ex 1 3 25 Funcția exponențială reală R —> (0, oo) : x e1'1’ este bijectivă Inversa ei este funcția logaritm natural (0, oo) —> R : x Inx Elemente de analiza, complexa 27 Avem x = elnx oricare ar fi x G (0, w) In cazul complex, putem obține o relație oarecum similară Z = |z| eiarg2 = eln |z| eiargz = eln |z|+i(argz+2kn) adevărată oricare ar fi k G Z C0 log n |zX z log z: /A arg z arg z ln |z| —n Figura 1 12: Ramura principala log z = ln |z|+iarg z 1 3 26 Definiție Fie mulțimea Co = C— { z | Im z = 0, Re z 0, Direction -> 1] In :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1] i—— Out =-in+Log In :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] i—— Out =in+Log Exercițiu Să se arate că (logfc z)' = 1 Rezolvare Notand f (z) = logkz = u(x,y)+iv(x,y) obținem M (x y) = ,,x = Gr (x y) Șu (x y) = ,V = Gr (x y) dx(x,y) x2+y2 dy(x,y), dy(x,y) x2+y2 dx(x,y) Si prin urmare f'(x + yi) = —(x y) + i dv(x y) = x-yi„ = 1 f (x + yi) dx (x,y)+i dx (x,y) x2+y2 x+yi ’ 1 3 30 Ramurile uniforme ale funcției putere za cu exponent complex a sunt C0 —— C : z — za = ea logk z In cazul a = 1 cu n G N* există doar n ramuri uniforme distincte C0 C : z — z1 = e1 logfcz e ” (arg z+2kn) de exemplu, cele corespunzatoare lui k G{0,1, ,n — 1} 1 3 31 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]] In : =ComplexExpand [Sqrt [x+I y] ] — Out =(x2 +y2)1/4 Cos[ 1 Arg[x+iy]]+i(x2+y2)1/4Sin[ 1 Arg[x+iy]] In :=ComplexExpand[Sqrt ] i—— Out =21/2Cos[ 8 ]+i21/2Sin[ 8 ] In :=N[ComplexExpand[Sqrt ],10] — Out = 1 098684113+0 4550898606 i In :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] i—— Out =-i In :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] i—— Out =i 1 3 32 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)*(1/n)] In :=ComplexExpand[(x + I y)“(1/3)] — Out = (x2+y2) 2H Cos [ AX ] +i(x2 +y2) Sin [ A?' ] 1 3 33 Exercițiu Să se descrie ramura uniforma a funcfiei f (z) = 3 C^z cu f (1)= ț/2 e 12 ’ Rezolvare Pentru ca Elemente de analiza complexa 29 z i - z G Co este necesar și suficient ca z să aparțină domeniului D = C\ = C\{ z | Re z = 0, 0 D, Y(t) = ^(t) + ^(t) i este continua daca și numai daca aplicațiile reale = Re y : [a, b] —> R, = Im 7 : [a, b] —> R sunt continue 30 Complemente de Matematica Demonstrație Afirmația rezulta din relația |^(t) - ^(to)| 1 > D este derivabila în punctul to E (a, b) dacă există și este finită limita //, x , Y(t) - Y(to) Y (to) = hm -7—7 - i^io t — to Spunem ca y este aplicație derivabila daca este derivabilă în orice punct 1 4 3 In cazul unei aplicații Y : [a, b] —> D prin y'(a) si Y?(b) vom întelege derivatele laterale •/( D, Y(t) = ^(t) + W)i este derivabila daca si numai daca aplicațiile reale = Re y : [a, b] —> R, = Im y : [a, b] —> R sunt derivabile si Elemente de analiza complexa 31 ¥(t) = - (t) + Demonstrație Avem Y(t0) = lim Y(t) ~ Y ' = lim -(t) - ) + lim ^(t) ~ ' i t^to t — to t^to t — to t^to t — to 1 4 5 Definiție Fie D C C Un drum de clasa C1 în D este o aplicație derivabilă Y : [a, b] —> D cu derivata y' : [a, b] —> C continuă 1 4 6 Exemple a) Oricare ar fi z E C aplicația constanta Y : —> C, Y(t) = z este drum de clasă C1 în C (numit drum punctual) b) Oricare ar fi numerele complexe z1 si z2 aplicatia Y : —> C, Y(t) = (1 — t) zi + t z2 este drum de clasa C1 în C (drumul liniar ce leaga z1 cu z2) c) Oricare ar fi z0 = x0 + y0i E C si r > 0 aplicatia Y : —> C, Y(t) = z0 + relt = x0 + r cos t + (y0 + r sin t)i este drum de clasa C1 în C (numit drum circular de raza r si centru z0) Figura 1 15: Integrala complexa 32 Complemente de Matematica 1 4 7 Definiție Fie f : D —> C o funcție continuă și y : [a, b] —> D un drum de clasă C1 în D Prin integrala complexa a funcției f de-a lungul drumului 7 (a se vedea Figura 1 16) se înțelege numărul Figura 1 16: Drumul 7(t) = e14 = cos t + i sin t 1 4 8 Exercițiu Fie funcția f : c* C, f (z) = 1 unde C* = C-{0} si drumul de clasa C1 Y : —> C*, Y(t) = e14 = cos t + i sin t Sa se calculeze I f(z)dz- Rezolvare Deoarece f (Y(t)) = = e-1t si Y?(t) = ie14 obținem f r /• 2n / f (z)dz = / f (7(t)) Yz(t) dt = / e-1t i e14dt = 2ni Jy Jo Jo 1 4 9 In cazul unui drum puncțual Y(t) = z avem Yz(t)=0 si prin urmare y f (z) dz = 0 oricare ar fi funcția f 7 1 4 10 Daca f (x + yi) = u(x,y) + v(x,y)i si Y(t) = ^(t) + f (t) i ațunci J7 f (z)dz = Ja[u(^(t),f(t)) (t) - v(^(t),^(t)) f(t)] dt +i Jab[u(^(t),f (t)) f (t) + v(^(t),f (t)) (t)] dt- Elemente de analiza complexa 33 Figura 1 17: Drumul liniar ce leagă 1 cu i 1 4 11 Exercițiu Calculați z dz ■’z unde y este drumul liniar ce leaga z1 = 1 cu z2 = i Rezolvare Deoarece Y : —— C, Y(t) = (1 - t)1+ ti avem relațiile f (7(t)) = Y(t) = 1 — t — ti si Yz(t) = — 1 + i din care rezulta [ z dz = ( (1 — t — ti)(—1 + i)dt = [ (—1 + 2t)dt + i [ dt = i J0 Jo Jo 1 4 12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal In :=Integrate[Conjugate[z], {z, 1, I}] i—— Out =i In :=Integrate i—— Out =2in Figura 1 18: Drumuri echivalente 34 Complemente de Matematica 1 4 13 Definiție Fie D C C o submulțime Spunem că drumurile de clasă C1 Y : [a, b] —> D și y1 : [a1, b1] —> D sunt echivalente dacă există o aplicație bijectivă derivabilă strict crescătoare X : [a1,b1 ] —> [a, b] astfel încât Y1 (s) = Y(x(s)), oricare ar fi s E [a1,b1 ] 1 4 14 Relatia definită este o relație de echivalență care permite împărtirea mulțimii drumurilor în clase de echivalență Fiecare clasă de echivalentă corespunde unei curbe, elementele clasei fiind numite parametrizări ale curbei considerate 1 4 15 Propoziție Dacă f : D C este o funcție continua și daca drumurile de clasa C1 Y : [a, b] —> D, y1 : [a1, b1 ] —> D sunt echivalente atunci I f (z) dz = I f (z) dz ■’y Jyi adică valoarea integralei depinde de curba aleasă și nu de parametrizarea utilizată Demonstrație Folosind metoda schimbării de variabilă obținem f(z) dz = Y1 f(Y1(s)) Y1 W ds = fti f (Y(x(s))) Y'(X(s)) X'(s) ds = ft f (y(t)) Y(t) dt = J , f (z) dz 1 4 16 Orice drum Y : [a, b] —> D este echivalent cu un drum definit pe si anume Yo : —> D, Yo(t) = Y((1 - t)a + tb) 1 4 17 Definiție Fie y : [a, b] —> D un drum de clasă C1 Drumul Y : [a, b] —> D, Y(t) = Y(a + b — t) se numețste inversul drumului Y Elemente de analiza complexa 35 1 4 18 Propoziție Dacă f : D —^ C este o funcție continua și Y : [a, b] —> D un drum de clasă C1 în D atunci [ f (z) dz = - I f (z) dz J Y J Y Demonstrație Utilizând schimbarea de variabilă s = a + b — t obținem Jy f (z) dz = fa f (Y(t)) Y'(t) dt = — fa f (Y(a + b — t)) Yl(a + b — t) dt = fb f (Y(s)) ¥(s) ds = — J7 f (z) dz- 1 4 19 Definiție Fie D C C Prin drum de clasa C1 pe portiuni în D se înțelege o aplicație continua Y : [a, b] —> D cu proprietatea ca exista o diviziune a = t0 D, Y1 = Y|[to,t1] Y2 :[t1,t2] > D, Y2 = Y|[t1,t2] Yn : [tn- 1,tn] > D, Yn = Y|[tn i,tn] si pentru orice functie continua f : D ■ C definim integrala complexa a functiei f de-a lungul drumului y ca fiind f n r n / tj / f (z)dz / f (z)dz / J f (y(t)) Y/(t) dt- ■Jy j=m Yj j=m f'j-1 36 Complemente de Matematica Toate drumurile pe care le vom considera în continuare vor fi drumuri de clasă C1 pe portiuni si le numim simplu drumuri Figura 1 19: Drum de clasa C1 pe porțiuni 1 4 21 Exemplu Aplicația (a se vedea Figura 1 19) Y : —> C, Y(t) = enit 2t dacă t G dacă t G (1, 2] 3 este drum de clasa C1 pe porțiuni în C si pentru orice funcție continua f : C —> C avem [ f (z)dz = [ f (enit) nienit dt + [ f (2t — 3) 2dt Jy Jo J1 1 4 22 Primitivele unor funcții reale de variabilă reală f: IR (I este un interval inclus în domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor) Elemente de analiza, complexa 37 Funcțiă Mulțimeă primitivelor Intervălul Condiții f (x) = 1 f dx = x+C IC R f (x) = xn J xndx = n+1 xn+1 + C IC R n E N f (x) = xa f xadx = a+î xa+1 + C IC (0, x) a E R — {—1} f (x) = X J X dx = ln |x|+ C IC R—{0} f (x) = ex J ex dx = ex +C I c R f (x) = ax J ax dx = țjîa ax +C I c R 0 0 f (x) Xx'2+a'2 f —/=2—= dx = ln( x+Vx2+a2 ) + C J vx2+a2 \ / IC R a=0 f (x) = a2 +x2 f - dx = 1 ărctgx + C IC R a=0 f (x) = x^a? [ dx = 21 ln x-a +C d x2-a2 2a x+a 1 IC R—{±a} a=0 f (x) =sh x f shxdx = chx+C IC R f (x) =ch x ch x dx = sh x+C IC R 1 4 23 Definiție Spunem că funcția f : D —^ C definită pe o mulțime deschisă D admite primitiva în D dacă există g : D —> C funcție olomorfă cu proprietăteă gz(z) = f (z), oricăre ăr fi z E D 1 4 24 Exemple ă) Dăcă k E {0,1,2, } ătunci functiă f : C —> C, f (z) = zk = z • z - z k ori ădmite în C primitivă zk+1 g : C C, g(z) = k+1 38 Complemente de Matematica deoarece oricare ar fi z G C b) Daca k G {2,3,4, } atunci funcția f : C* —y C, admite în C* = C-{0} primitiva f (z) = z k = X zk deoarece g : C* —y C, g(z) z1-k 1-k 1 (k - 1)zk-1 ~i-k\ z \ — k 1 -k) =z oricare ar fi z G C* zk + l \ f z I - - k k + 1) ’ c) Funcția exponențiala f : c -y C, f (z) = ez admite în C primitiva g : C —y C, g(z) = ez deoarece (ez)z = ez, oricare ar fi z G C d) Funcțtia cos : C —y C, admite în C primitiva f (z) = cos z g : C —y C, g(z) = sin z deoarece (sin z) = cos z, oricare ar fi z G C e) Funcțtia sin: C —y C, f (z) = sin z admite în C primitiva g : C -y C, g(z) = - cos z deoarece (- cos z) = sin z, oricare ar fi z G C Elemente de analiza complexa 39 1 4 25 Propoziție Dacă funcția continuă f : D —^ C admite în D o primitivă g : D —> C și dacă Y : [a, b] —> D este un drum conținut în D atunci [ f(z)dz — g(z)|Y(b) — g(y(b)) — g(y(a)) j f U)'~ — g(z)|7(a) — g(Y(IJ)) g(Y(a))- Demonstrative Utilizând formula de schimbare de variabilă obținem I-,f (z)dz — fi f h'W) 7(0 dt — fi s'WO) Y'(t) dt — Jf d g(T (t)) dt — 9(T(t))i;:b — 1 4 26 Din propoziția anterioara rezulta ca în cazul în care funcția f : D ■ C admite primitiva în D, integrala pe un drum Y : [a, b] —> D continut în D depinde doar de capetele Y(a) si Y(b) ale drumului Dacă Y : [a, b] —> D, Yi : [a, b] —> D sunt doua drumuri în D astfel încat y(a) — Y1(a) si Y(b) — Y1(b) atunci I f (z)dz — I f (z)dz ■’y -'71 1 4 27 Exercițiu Să se calculeze integralele [ z3 dz, [ -2 dz, [ ez dz, [ (2z3 + -2 — e;) dz J Y Jy z Jy Jy z Y fiind un drum în C* cu originea z1 — 1 si extremitatea z2 — i (Figura 1 20) Rezolvare Fie y : [a, b] —> C* un drum cu originea z1 — 1 si extremitatea z2 — i, adică astfel încat y(a) — 1 si Y(b) — i- Avem r z4 ;=Y(b) z4 ;=Y(a) 4 z=i ;;i i4 14 — — 0, 4 4 ’ Y 40 Complemente de Matematica Figura 1 20: Drumul y cu originea 1 și extremitatea i 1 z=Y(b) z=i z z=Yj(a) z z=1 Y 1 1 t + 1 = 1 + i, i ,z |z=Y(b) = ez | ' |z=Y(a) = e 1 = ei — e = cos 1 + i sin 1 — e, Y JY(2z3 + -5 - ez) dz = 2 JY z3 dz + 5 JY — dz - fY ez dz = 5 + e — cos 1 + (5 — sin 1)i 1 4 28 Definiție Spunem ca 7 este drum închis daca Y(a) = 7(b) adică originea 7(0) si extremitatea y(6) coincid 1 4 29 Propoziție Dacă funcția continua f : D ■ C admite în D o primitivă g : D —> C si dacă Y : [a, b] —> D este un drum închis continut în D atunci f f (z)dz = 0 Y Demonstrative Deoarece Y(a) = Y(b) avem [ f(z)dz = g(z)lY(b) = o(y(b)) — g(Y(a)) = 0 J f (zmz g(z)|Y(«) g(Y(c,)) g(Y(a)) 0 Elemente de analiza, complexa 41 1 4 30 Exercițiu Fie drumul circular Y : —> C, Y(t) = e14 = cos t + i sin t a) Sa se arate ca daca k G Z—{—1} = { , —3, —2,0,1,2,3, } atunci Y dar Y Y b) Sa se arate ca [ fa 2 a 1 2ă , / —5-4 + a0 + a1 z + a2 z ] dz = 2nia 1 \ z2 z ) oricare ar fi numerele a 2, a 1, a0, a1, a2 G C Rezolvare a) Drumul y este continut în mulțimea deschisă C* = C-{0} si functia f : c* —^ C, f (z) = zk admite în C* primitiva zk+1 g : C* C, g(z) = k+i oricare ar fi k G Z—{—1} b) Utilizand direct definita integralei complexe obținem r-'2~ 1 r2n 1 r2n Jo Y(t) Y'(t)dt = Jo et ie“dt = 7o dt Y 1 4 31 Din exercițiul anterior rezultă ca funcția olomorfa f : C* —> C, nu admite primitiva în C* f (z)=I 1 4 32 Exercițiu Fie drumul circular Y : —> C, Y(t) = z0 + re14 a) Sa se arate ca daca k G Z—{—1} atunci [ (z — z0)k dz = 0 Y dar Y 1 [ —-— dz = 2ni Y z — z0 42 Complemente de Matematica b) Sa se arate că C i a 2 a i \9A —+ -+ aQ + ai (z — Zq) + a2 (z — Zq) dz = 2nia i -'7 \(z — zQj z - zQ / oricare ar fi numerele a 2, a 1, aQ, a1, a2 E C Rezolvare a) Drumul 7 este continut în mulțimea deschisa C-{zQ} și funcția f (z) = (z — ZQ)k f : C — {zq} —> C, admite în C* primitiva g : C—{zq} —> C, ( ) (z — ZQ)k+1 g(z) = k+1 oricare ar fi k E Z-{-1} b) Utilizand direct definitia integralei complexe obținem f 1 f1 f2n 1 / -dz = / -7z(t) dt = / —7 i r e14 J- z — Zq Jq Y(t) — Zq Jq re11 r2n I dt = 2ni Q 1 4 33 Din exercițiul anterior rezultă ca funcția olomorfă f : C —{zQ} > C, f (z) = (z — zQ) 1 nu admite primitiva în C—{zQ} 1 Z — Zq 1 4 34 Definiție Spunem că mulțimea D C C este conexa (prin drumuri) dacă oricare ar fi punctele z1, z2 din D exista un drum continut în D cu originea z1 si extremitatea z2 O multime deschisa si conexă este numită domeniu Figura 1 21: Discurile B1(0), B1(2 + i) si B1(—1 + h/2) 1 4 35 Exemplu Multimea B1(0)UB1 (-1+h/2) este domeniu dar B1(0)UB1(2+i) nu este domeniu (a se vedea Figura 1 21) Elemente de analiza complexa 43 1 4 36 Știm că orice drum 7 : [a, b] —> D este echivalent cu drumul —> D : t 7((1 — t)a + tb) Fără a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul Figura 1 22: Drumuri omotope în domeniul D 1 4 37 Definiție Spunem ca drumurile cu aceleași extremitați 70 si 71 sunt omotope în domeniul D daca sunt continute în D și se pot deforma continuu unul în celalalt farâ a iesi din D, adica daca exista o aplicație continua h : x —> D : (s, t) h(s, t) astfel încât urmatoarele conditii sa fie îndeplinite a) h(0, t) = Y0(t), oricare ar fi t G , b) h(1,t) = Y1(t), oricare ar fi t G , c) h(s, 0) = Y0(0) = Y1 (0), oricare ar fi s G , d) h(s, 1) = Y0(1) = Y1 (1), oricare ar fi s G 1 4 38 Exemplu Drumurile y0, y1 : —> C, Y0(t) = e2’“ ■»(t)=e2n“, 71(t) = 1 + 1e2nli sunt omotope în D = C —131 (1) In acest caz putem alege (a se vedea Figura 1 23) 4 2 h(s,t) = (1 — s) 70(t) + s Y1(t) 1 4 39 In continuare, pentru a decide dacă doua drumuri sunt omotope în raport cu anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!) 1 4 40 Exemplu Drumul circular Y0 : —> C, Y0(t) = 3e2nit = 3 cos 2nt + 3i sin 2nt 44 Complemente de Matematica Figura 1 23: Drumuri omotope este omotop în C* cu drumul eliptic 71 : —> C, 7i (t) = 3 cos 2nt + i sin 2nt dar cele doua drumuri nu sunt omotope în D = C-{2i} (a se vedea Figura 1 24) Figura 1 24: Drum circular omotop cu unul eliptic 1 4 41 Exemplu Drumurile 70, Y1 : —> C, Yo(t) = 1 - 2t, Yi(t) = enit sunt omotope în C, dar nu sunt omotope în C-{2i} (a se vedea Figura 1 25) 1 4 42 Definiție Spunem ca drumul închis 7 : [a, b] —> C este omotop cu zero în D daca el este omotop în D cu drumul punctual [a, b] —> D : t Y(a) Elemente de analiza, complexa 45 Figura 1 25: Drumurile Yo(t) = 1 — 2t și 71 (t) = enit Figura 1 26: Drum omotop cu zero în D 1 4 43 Exemplu Drumul circular Y : —> C, 7(t) = e2nlt este omotop cu zero în D = C — {2i}, dar nu este omotop cu zero în C* 2i 1 Figura 1 27: Drumul y : —> C, y(t) = e2nit 1 4 44 Teoremă (Cauchy) Daca D C C este o mulțime deschisă, f : D ■ C este o funcție olomorfă si Y : [a, b] —> D 46 Complemente de Matematica este un drum închis omotop cu zero în D atunci I f (z) dz = 0 7 O demonstrație poate fi găsită în 1 4 45 Propoziție Dacă D C C este o mulțime deschisă, f : D C este o functie olomorfă si Y0 : [a, b] —> D, Y1 : [a, b] —> D sunt două drumuri omotope în D atunci (1 1) Figura 1 28: Drumurile Y0 si Y1 formează un drum închis Demonstratie Drumul obtinut compunând y> cu inversul Y1 al drumului Y1 este un drum închis omotop cu zero în D Utilizand teorema Cauchy obtinem relatia f f (z) dz + / f (z) dz = 0 -'70 -'71 echivalenta cu (1 1) 1 4 46 Fie k un numar întreg pozitiv Drumul Y : -^ C, Y(t) = zo + e2knit se roteste de k ori în jurul lui z0 în sens direct si dz = k z - zo Drumul Y : —> C, Y(t) = zo +e-2knit Elemente de analiza complexa 47 se rotește de k ori în jurul lui z0 în sens invers și f dz = 2ni JY z — z0 —k Drumul 7 din Figura 1 29 este omotop în C—{z0} cu drumul Figura 1 29: Drumul 7 are indexul 2 fata de z0 71 : —> C, Yi (t) = zo + re4nit si prin urmare 1 f 1 1 [' 1 dz = dz = 2 2ni Jy z — z0 2ni J71 z — z0 In general, daca 7 este un drum închis care nu trece prin z0 numarul n(Y, z0) = 7^ / —1— dz 2ni JY z — z0 numit indexul lui 7 fața de z0, ne arata de cate ori se roteste 7 în jurul lui z0 O demonstrație poate fi găsită în Figura 1 30: Indexul drumului 7 fata de punctele nesituate pe 7 1 4 47 Un drum închis 7 determina o partitie a mulțimii punctelor nesituate pe 7 formata din submultimi conexe Toate punctele apartinand unei componente conexe au acelasi index fata de 7 (a se vedea Figura 1 30) 48 Complemente de Matematica 1 4 48 Teoremă (Formulele lui Cauchy) Orice funcție olomorfa f : D C definită pe o mulțime deschisa D este nelimitat derivabila și oricare ar fi drumul Y : —> D omotop cu zero în D are loc formula n(Y z) f(fc) (z) = AL [ f (z) dz (f,) f (Z) 2ni/7 « - z)k+1 d pentru orice k E N si orice z E D — { y(t) | t E } O demonstrație poate fi găsită în Figura 1 31: Valoarea derivatei f(k) într-un punct z verifica formula lui Cauchy 1 5 Serii Laurent 1 5 1 Definiție Fie D C C o submultime si fn : D —> C, n E N funcții definite pe D Spunem ca seria de funcții complexe oc y? fn n=0 este convergentă (uniform convergentă) daca sirul sumelor partiale (sk)k>0, unde k Sk 12 f'n n=0 este convergent (respectiv, uniform convergent) Limita acestui sir oo k fn = lim Sk = lim fn = lim (f0 + fi + • • • fk) k^c k^c k^c n=0 n=0 Elemente de analiza complexa 49 se numește suma seriei Spunem că seria considerată este absolut convergentă dacă seria de funcții reale c Elfnl n=0 este convergenta 1 5 2 Propoziție Daca \z\ C, n G N funcții definite pe D Dacă exista o serie convergentă de numere reale oo 12 an n=0 astfel încât \ fn(z) \ C, fn(z) = an (z - z0)n• 1 5 6 Definiție Fie D C C o mulțime deschisa si f : D —> C, fn : D —> C, n G N funcții definite pe D Spunem ca sirul de funcții (fn)n>0 converge uniform pe compacte la f daca oricare ar fi multimea compactă K c D, sirul restrictiilor fn|K converge uniform la f |K 1 5 7 Teoremă (Weierstrass) Fie D C C o mulțime deschisa și f : D —> C, fn : D —> C, n G N funcții definite pe D Daca funcțiile fn sunt olomorfe și daca sirul (fn)n>0 converge uniform pe compacte la f atunci f este funcție olomorfa si lim f(k) = f(k), oricare ar fi k G N O demonstratie poate fi gasita în 1 5 8 Teoremă (Weierstrass) Daca seria de functii olomorfe oo fn n=0 converge uniform pe compacte în multimea deschisa D atunci suma ei oo S : D ■ C, S(z) = £ fn(z) n=0 este o functie olomorfa si oo S^2 fn~)’ oricare ar fi k G N n=0 Demonstratie Afirmatia rezulta direct din teorema precedenta Elemente de analiza complexa 51 Figura 1 32: Discul de centru z0 și rază |z1 — z01 1 5 9 Teoremă (Abel) Daca seria de puteri oo "^an (z — zo)n n=0 este convergenta pentru z = z1 = z0 atunci ea este convergenta în discul { z | |z — zo| n0 adicăa 1 |an | n0 Din relația \an (z — z0)n| n0 z0 | n z0| pentru |z — z0 R } seria este divergenta c) Suma seriei S : BR(zo) —> C, este funcție olomorfa oo S(z) = 22 an (z — zo)n n=o d) Seria derivata este o serie de puteri cu aceea§i raza de convergenta §i oo SZ(z) 22 nan(z — zo)n—1, oricare ar fi k G BR(zo) n=1 O demonstrație poate fi gasita în Elemente de analiza, complexa 53 1 5 12 Se poate arata ca dacă exista limita lim ^±1| n -c |an| atunci limn^c lim Jan±il n -c |an | 1 5 13 Exemple a) Raza de convergența a seriei geometrice oo n este R — 1 deoarece în acest caz an — 1, oricare ar fi n G N 1 5 14 b) Raza de convergentă a seriei oo y-n=on! — lim este R — lim 1/n! este R — HUin^c i/(n±1>! zn + 1) — ac- Admitand ca f este suma unei serii de puteri în jurul lui z0 oo f (z) — E an (z - Zo )n cu raza de convergența nenula, din teorema Cauchy-Hadamard rezultă relatia oo f (z) — £[a„ (z — z0)n](k>, oricare ar fi k G N care conduce la a f(k>(zo) k — k! • serie Taylor) Daca funcția f : Br (zo) —> C este olomorfa în discul Br(z0) și R este raza de convergența a seriei Taylor asociate țf (z — zo)" 1 5 15 Teoremă (Dezvoltarea în atunci R > r și f (z) — EC= 2^ (z - zo )n n! — f(z„) + f'(z°> (z — z„) + f"!z°> (z z„)2 i — f (z0) + 1! (z z0) + 2! (z z0) + 54 Complemente de Matematica oricare ar fi z G Br (z0) O demonstrație poate fi găsită în pentru |z| R } c) Suma seriei Laurent S : D —> C, OO oo oo S(z) = an (z — z0)n = a n(z — z0) n + an(z — z0)n n=-O n=1 n=o este funcție olomorfa O demonstrație poate fi găsita în Figura 1 33: Coroana circulara { z | r C definită pe coroana D este olomorfa atunci există o unică serie Laurent 56 Complemente de Matematica oc 22 (z - zo )n n=-c cu coroana de convergență incluzând pe D și astfel încât oo f(z) 22 an (z — z0)n oricare ar fi z E D n=-c 1 5 21 Exemple a) Funcția olomorfa f : D = { z | 0 C, f (z) = z2 z) admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui 0 11 1 2 11 2 f (z’) = —gz = (1+z+z + •••) = —2 + +1+z+z + ••• z2 1 — z z2 z2 z b) Functia olomorfa ez f : D = { z | 0 c, f (z) = ——— admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui i f(y) — ez — e1 „z-i e1 (1 i z-i + (z-i)2 + \ f (z) = (z-i)2 = (z-i)2 e = (z-i)2 V + TT + ^^ + ) = (z-i)2 + z-T + 2! + 3! (z — i) + c) Funcția olomorfă f : D = { z | 0 C, f (z) = z2 e 1 admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui 0 f (z) = z2 e z = z2 C + 11 + ți i \ f (z) = z e z = z + iț z + 2! Z2 + J = ■■■ + — X- + — 1 + — + — z + z2 + 0 z3 + 0 + ■■■ = + 4! Z2 + 3! z + 2! + 1! z + z + 0 z + 0 z + (1 2) (1 3) (1-4) 1 5 22 Definiție Fie f: D —>C o functie olomorfa definită pe mulțimea deschisa D Spunem că punctul z0 E C—D este un punct singular izolat al functiei f daca există r > 0 astfel încat coroana circulara { z | 0 C este pol de ordinul n atunci există r > 0 astfel încât coroana circulară { z | 0 C- {zo} este un drum închis care nu trece prin zo atunci J7 ((z-z0)2 + (ZZ—Zo) + ao ' a1 (z - zo) + a2 (z - zo)2} dz = a-iIyZ—Z0 = 2nia-i n(Y, zo) (1-7) oricare ar fi numerele a-2, a-1, ao, a1, a2 G C Punctul zo este punct singular izolat (pol de ordinul al doilea) pentru functia f : C-{zo} —> C, f (z) = a-2 a-1 (z - zo)2 (z - zo) + ao + a1 (z - zo) + a2 (z - zo)2 si Rezzo f = a-1 Relatia (1 7) se mai poate scrie / f (z) dz = 2ni n(Y, zo) Rezzo f 1 6 2 Teoremă (Teorema reziduurilor) Daca D c C este o mulțime deschisă, f : D ■ C este o funcție olomorfa , S este mulțimea punctelor singulare izolate ale lui f și dacă Y : [a, b] —> D 60 Complemente de Matematica este un drum omotop cu zero în D = D U S atunci I f (z) dz = 2ni^ n(Y,z) Rez f " z&S O demonstrație poate fi găsită în 1 6 3 Exercițiu Sa se calculeze /• 4 dz \ (z2 + 1)(z - 3)2 unde Y : —> C, 7(t)=2e2nit Rezolvare Consideram D = C-{3, i, —i} si funcția olomorfa 4 f : D C, f (z) = (z2 + i)(z — 3)2 • Mulțimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, — i} si drumul y este omotop cu zero în D U S = C Conform teoremei reziduurilor avem 4 dz (z2 + 1)(^ 3)2 = 2ni (n(Y’ 3) Rez3f + n(Y’i) Rezif + n(Y, —i) Rez-if) Figura 1 34: Drumul y : —> C, Y(t) = 2e2nit Deoarece drumul y (Figura 1 34) se roteste de zero ori în jurul lui 3 si o singura data în jurul lui i si — i rezulta ca n(Y, 3) = 0, n(Y, i) = n(Y, — i) = 1 si prin urmare 4 dz 1 — 2ni (Rez f + Rez • f) Jy (z2 + 1)(z — 3)2 2 Re/f + Rez-i f) • Punctele singulare i si — i fiind poli simpli avem Elemente de analiza, complexa 61 Si 4 Rezif — lim(z — i)f (z) — lim 7- ■ x —5^2 z—>i z—>i (z — 3) (z + i) 2i(i — 3) 44 Rez-if — lim (z + i)f (z) — lim w , 2 z—-i z—-i (z — 3) (z — i) —2i(i + 3) 3 25 = A + -i 25 25 4 i 25 4 25 1 6 4 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}] In :=Residue [4/ ((z“2+1) (z-3) “2), {z, In :=Residue[4/((z“2+1)(z-3)“2), {z, 4 dz ’y (z2 + 1)(z — 3)2 12 —ni 25 I}] i- > outp]-25-4 -I}] - > Out =4+4 z 1 6 5 Exercițiu Să se calculeze unde Y : —- C, Y(t) — e-4nit 4 Y ez f (Z) - Z3 Rezolvare Consideram funcția olomorfa f : C* —- C, definită pe mulțimea deschisa C* — C — {0} Punctul singular z — 0 este pol de ordinul al treilea Pentru calculul reziduului lui f în 0 putem utiliza dezvoltarea Laurent în jurul lui 0 f (z) — z3 — 2 -2 + 2ț + - 4 + 4 4 + 41 + ± + ±z + — z3 + 1! z2 + 2! z + 3! + 4! z + sau relația Rezof = 2j lmil(:3f(z))" Observând ca y se roteste de doua ori în jurul lui formula 0 , , 1 f dz " C, 7(t) = ei4 Functia f : C — {z1, z2 } —> C, ie1- 2a+elt+e-lt (e ) dt dz = —i f 2, 2—nr dz JY z2+2az+1 f (z) z2 + 2az + 1 2 unde z1 = —a IvF — 1, z2 = -a - a2 - 1 Elemente de analiza complexa 63 sunt rădăcinile polinomului z2 + 2az + 1, are două puncte singulare izolate (poli simpli) z1 si z2 Figura 1 36: Drumul 7 : —> C, 7(t) = e14 Deoarece z1, z2 sunt numere reale, —1 C, Yr (t) = re14 oricare ar fi r > 0 Daca lim z f (z) = 0 64 Complemente de Matematica atunci lim I f (z) dz = 0 JYr Demonstrație Din relația limz f (z) = 0 rezultă că oricare ar fi e > 0 există r£ > 0 astfel încât |z| > r In particular, pentru r > r£ avem [ f(z) dz J7r = / f (re14) rie14 dt 1 Rezultă astfel ca integrala considerata a Elemente de analiza complexa 65 Figura 1 38: Drumurile Yr■ x2 c 1 - dx = / (x2 + 1)(x2 + 4)dx Jo x2 , f x (x2 + 1)(x2 + 4)dx \I1 x2 dx (x2 + 1)(x2 + 4) este convergenta Pentru a calcula valoarea integralei vom considera funcția olomorfa Z2 f : C { 2i, i, i, 2- C, f (z)= (Z2 + I)(z2 + 4) și drumul de integrare din Figura 1 38 compus din Yr : —> C, Yr (t) = r e14 Si Y(t) = t- > 2 avem relatia r Y : [ r, r] —> C, Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi [ f (z)dz + i f (x)dx = 2ni (Rez1f + Rez21 f) J^r J—r care conduce la Deoarece \zf (z)| avem r rx lim / f(z)dz + / f(x)dx = 2ni(Rez1f + Rez21 f)- (1 8) JYr J—x |z3| |z3| — > - n t oricare ar fi t E • Rezolvare Funcția n : °’ 2 este descrescătoare deoarece ^/(t) —> R, sin t t cos t — sin t t2 - ° Figura 1 39: Drumurile Yr Elemente de analiza complexa 67 1 6 13 Propoziție (Lema lui Jordan) Dacă funcția continua f : { z = x + yi | y > 0 } —> C este astfel încât lim f (z) = 0 §i Yr : —> C, Yr(t) = r e14 ( a se vedea Figura 1 39 ) atunci lim / f (z) e1z dz = 0 (1-9) Demonstrative Fie e > 0 Din relația (1 9) rezulta ca există r£ > 0 astfel încat r > r£ =^ |f (r e14)| C, 7^(t) = R e14 68 Complemente de Matematica Yr : —— C, Yr(t) = r e1(n Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezultă relația f e1z , f—r e1x i [ e1z, fR e1x , / — dz + — dx + — dz + — dx = 0 Jyr Z J—R X J Yr Z Jr X care se mai poate scrie f e1z, f e1z, fR e1x - e—1x , / — dz + / — dz + dx = 0 YR z Yr z r x sau e1z — dz + z - dz + z e1z dz + 2i R sin x x dx 1 0 Utilizand relația —ni Si notând cu g o primitiva a functiei f (z) = e''z 1 obtinem e1z — dz — ni + z , , , , fR sin x (g(r) — g(—r)) + 2i/ —— rx dx = 0 Deoarece conform lemei lui Jordan r e1z lim = 0 R^^ Jyr z pentru R si r 0 obtinem relatia sin x -dx = ni x 1 6 15 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] In :=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] i—> Out n 2 Figura 1 41: Drumul utilizat în cazul integralelor lui Fresnel Elemente de analiză complexă 69 1 6 16 Integralele lui Fresnel Integrând funcția /Co~)=e- de-a lungul drumului din Figura 1 41 se poate arăta că I cos x2 o I sin x2 dx = o 1 Fk 2V 2' 1 6 17 MATHEMATICA: Integrate [f [x] , {x, a, b}] In :=Integrate[Sin[x“2], {x, 0, Infinity}] Out[l] = -^ In :=Integrate[Cos[x“2], {x, 0, Infinity}] Out = ^Z 1 6 18 Definiție Fie C Funcția mo = (in cazul in care există) se numește transformata Fourier a lui tp 1 0 0 8 1 0 1 0 \ 0 i l 0 6 \ 016 / 04 \ b \ 0 2 ! °! 0 2 / -10 -5 5 10 -10 -5 5 10 -10 -5 5 10 3 2 12 12 Figura 1 42: Funcțiile e 2 1 6 19 Exercițiu Să se arate că e-S oricare ar fi a G (0, 00) Rezolvare Avem ^[e-”2]^) = l°° e~ax2e^xdx g—a T2+iȘ T dx = e Plecând de la integrala a funcției 70 Complemente de Matematica f : C —> C, f(z) = e -az2 de-a lungul drumului dreptunghiular din Figura 1 43 arătăm că e —a(t—i 2a) -at2 dt = —x2 e e — ^ — ^ — ^ Avem ■r -at2 -at2 r^ dt -r Alegand pentru drumul liniar ce unește cu r i 2« parametrizarea Y1 : —^ C, Yi(t) = r it — 2a e e — ^ r obținem relatia r r —* 2a -az2 dz = (—i)—dt = v 7 2a —i e 2a -ar2 4a dt e 1 2 1 e 0 0 din care rezulta r- e -az2 dz = 0 r^^ r * 2 a —r r r 2a Figura 1 43: Drumul dreptunghiular utilizat Similar se arată ca r^^ -r az2 dz = 0 12a e -r- i 2 i 2 Alegand pentru drumul liniar ce uneste —r cu r parametrizarea Y2 : [—r, r] —> C, Y2(t) = t ti 2a obținem relatia r- * 2a az2 dz = t—i 2a )2 dt 12a e r -r- r din care rezultăa Elemente de analiză complexă 71 1 6 20 MATHEMATICA: Definiția utilizată J7[^](a:) = -^1= eltxipp)dt x2 In : =FourierTransforrn [Exp [-t"2] , t, x] H-> Out[l]= e 72 Capitolul 2 Spații vectoriale finit-dimensionale 2 1 Spații vectoriale 2 1 1 Definiție Fie K unul dintre corpurile R sau C Prin spatiu vectorial peste K se înțelege o mulțime V considerata împreuna cu doua operații + : V x V —> V : (x,y) x+y (adunarea) • : K x V —> V : (a, x) ax (înmultirea cu scalari) îndeplinind urmatoarele conditii: 1 (x + y) + z = x + (y + z), Vx,y,z E V 2 exista un element 0 E V astfel încat 0 + x = x + 0 = x, Vx E V 3 pentru fiecare x E V exista —x E V astfel încat x + (—x) = (—x) + x = 0 4 x + y = y + x, Vx,y E V 5 a(x + y) = ax + ay, Va E K, Vx,y E V 6 (a + fi)x = ax + Șx, Va, Ș E K, Vx E V 7 a(Șx) = (aȘ)x, Va,Ș E K, Vx E V 8 1x = x, Vx E V 2 1 2 Elementele lui V se numesc vectori iar elementele lui K se numesc scalari Un spatiu vectorial peste R este numit spatiu vectorial real iar un spatiu vectorial peste C este numit spațiu vectorial complex In loc de x + (—y) scriem x — y 73 74 Complemente de Matematica 2 1 3 Exercițiu Dacă V este spațiu vectorial atunci: a) ax = 0 a = 0 sau x = 0 b) a(—x) = (—a)x = -ax c) a(x — y) = ax — ay d) (a — B)x = ax — Bx 2 1 4 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste K Prin subspațiu vectorial al lui V se întelege orice submulțime W CV cu proprietatea x, y G W | z > ax + By G W a,B G K / ax + By G W 2 1 5 Propoziție Daca V este spațiu vectorial peste K si {vi,v2, , vn} o submulțime a lui V atunci span {vi,v2, ,Vn} =f { aiVi+a2v2 + +anvn | ai, a2, ,an GK } este un subspafiu vectorial al lui V, numit subspațiul generat de {vi,v2, ,vn} Demonstratie Avem A(aiV1 + a2V2 + + anvn) + XBiVi + B2V2 + + BnVn) = (Aai + ^Bi)vi + (Aa2 + ^^2)^2 + + (Aan + pBn)vn 2 1 6 Definiție Spunem ca {vi, v2, ,vn} este un sistem de generatori pentru V daca span {vi, v2, , vn} = V 2 1 7 Propoziție Următoarele afirmatii sunt echivalente: a) Niciunul dintre vectorii vi, v2, , vn nu se poate scrie ca o combinatie liniara de ceilalti vectori b) relatia aivi + a2v2 + • • • + anvn = 0 este posibila numai daca ai = a2 = • • • = an = 0, adica aivi + a2V2 + -+ anVn = 0 =^ ai = a2 = • • • = an = 0 Demonstrație a)^b) Prin reducere la absurd, presupunand, de exemplu, ca relatia aivi + a2v2 + • • • + anvn = 0 este posibila si pentru an = 0 se obtine ai a2 an-i vn = -vi v2 — • • • vn-i an an an b)^a) Daca, de exemplu, am avea vn = Bivi + ft2v2 + • • • + Bn-ivn-i atunci BiVi + B2V2 + + Bn-iVn-i — Vn = 0 Spații vectoriale finit-dimensionale 75 adică relația aivi + a2v2 + • • • + anvn = 0 ar fi posibilă și în alte cazuri decât ai = a2 = • • • = an = 0 2 1 8 Definiție Spunem că {vi,v2, ,vn} este un sistem de vectori liniar independenți dacă aivi + a2V2 + -+ anvn = 0 =^ ai = a2 = • • • = an = 0 2 1 9 Definiție Prin baza a unui spatiu vectorial se înțelege un sistem de generatori format din vectori liniar independenti 2 1 10 Pentru a arăta ca B = {vi, v2, ,vn} este bază lui V avem de arătat ca: a) V = span {vi, v2, , vn} b) ai vi + a2 v2 + + an vn = 0 =^ ai = a2 = ■■■ = an = 0 2 1 11 Propoziție Daca B = {vi, v2, , vn} este baza lui V atunci orice vector x E V se poate scrie în mod unic sub forma x = aivi + a2v2 + + anvn (numerele ai, a2, , an se numesc coordonatele lui x în raport cu baza B) Demonstratie B fiind sistem de generatori rezulta ca există scalarii ai, a2, , an în K astfel încat x = aivi + a2v2 + • • • + anvn Relatia aivi + a2v2 + -+ anvn = ^ivi + ^2 + -+ Șn Vn echivalentă cu (ai — Și)vi + (a2 — Ș2)v2 + ' ' ' + (an - Șn)vn = 0 conduce la ai—Și =0, a2—Ș2 = 0, , an—Șn = 0, adică ai = Și, a2 = Ș2, , an = Șn 2 1 12 Se poate arata ca (a se vedea ) : - Dacă {wi, w2, } este sistem de vectori liniar independenti si {vi,v2, , vn} este sistem de generatori atunci k x = x' Rezulta ca (x, y) = (x,y) + W = { (x, y') | y' G R } si prin urmare, R2/W = { O | x G R } 2 1 29 Trecerea de la R2 la R2/W se realizează “ignorand” coordonata y, adica identificând vectorii (x, y) din R2 cu acelasi x 2 1 30 Teoremă Daca W este subspațiu vectorial al lui V atunci dim V/W = dim V — dim W Demonstrație Fie {âi, â2, , âk} o baza a lui W pe care o completam până la o baza {âi, â2, , âk,vfe+1, ,vn} a lui V Arătăm că {âk+i, âk+2, , ân} este baza a lui V/W Daca x = aiâi + + akvk + afc+iâfc+i + + anân G V atunci x = aiâi + + ak âk + ak+iâk+i + + anân = ak+iâk+i + + anân Pe de alta parte daca ak+iâk+i + ak+2âk+2 + + anân = 0 atunci ak+iâk+i + ak+2âk+2 + + anân G W si deci exista ai, a2, , ak G K astfel încat 82 Complemente de Matematica ak+1vk+1 + ak+2vk+2 + ••• + anvn = a1v1 + a2v2 + ••• + ak vk relație care conduce la ak+1 = ak+2 = ••• = an = 0, 2 2 Transformări liniare 2 2 1 Definiție Fie V și W spații vectoriale peste același corp K (K=R sau K=C) O aplicatie A : V —> W : x Ax este numita transformare liniara (sau aplicație liniară) daca A(ax + Șy) = aAx + ȘAy, Vx, y G V, Va, Ș G K Transformarile liniare A: V V mai sunt numite operatori liniari 2 2 2 Vom utiliza notatiile L(V, W) = { A : V —> W | A este transformare liniara } L(V) = { A : V —> V | A este operator liniar }• 2 2 3 Propoziție Daca A : V —> W este o aplicație liniara atunci Ker A = { x G V | Ax = 0 } este subspatiu vectorial al lui V, numit nucleul lui A, iar Im A =f { Ax | x G V } este subspatiu vectorial al lui W, numit imaginea lui A x, y G KerA a, Ș G K Demonstrare Avem =^ A(ax + Șy) = aAx + ȘAy = 0 =^ ax + Șy G Ker A^ Daca v,w G Im A atunci exista x,y G V astfel încat v = Ax si w = Ay Oricare ar fi a, Ș G K avem av + Șw = aAx + ȘAy = A(ax + Șy) ceea ce arată ca av + Șw G Im A^ Spații vectoriale finit-dimensionale 83 2 2 4 MATHEMATICA: Baza în Ker A / 12 3 \ In :=MatrixForm[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] Out = I 2 4 6 I \ 3 6 9 J In :=NullSpace[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] Out ={{-3,0,1},{-2,1,0}} 2 2 5 Teoremă (a rangului) Daca A : V —> W este transformare liniară atunci dim V = dim Ker A + dim Im A Demonstrație Fie B0 = {v1,v2, ,vk} o baza a subspațiului Ker A, unde k = dim Ker A Acest sistem de vectori liniar independenți îl completam pana la o bază B = {v1, v2, ,vk, vfc+1,vfc+2, ,vn} a lui V, unde n = dim V Vom arata că B = {Avk+1, Avk+2, ■■■, Avn} este o baza a subspațiului Im A B' este sistem de vectori liniar independenti: Din ak+1 Avk+1 + ak+2 Avk+2 + ' ' ' + an AVn = 0 rezultăa A(ak+1 vk+1 + ak+2 vk+2 + ' ' ' + an Vn) = 0 ceea ce arata ca ak+1 vk+1 + ak+2 vk+2 + + an vn E Ker A Sistemul de vectori B0 fiind o bază in Ker A, rezulta ca exista a1,a2, ,ak E K astfel incat ak+1 Vk+1 + ak+2 Vk+2 + ' ' ' + an vn = a1V1 + a2V2 + ' ' ' + akvk adicaă a1V1 + a2V2 + • • • + akvk — ak+1 Vk+1 — ak+2 Vk+2 — • • • — an vn = 0 Deoarece B este baza în V, acestă relafie este posibilă doar în cazul a1 = a2 = • • • = ak = ak+1 = ak+2 = • • • = an = 0 ceea ce arata ca B' este sistem de vectori liniar independenți B' este sistem de generatori: Oricare ar fi y E Im A exista x E V astfel încat y = Ax Plecand de la reprezentarea x = A1v1 + A2v2 + + Anvn a lui x în baza B se obtine y = Ax = A1Av1 + A2Av2 + • • • + Ak Avk + Ak+1Avk+1 + • • • + AnAvn = 0 + 0 + ■■■ + 0 + Ak Avk + Ak+1Avk+1 + • • • + AnAvn ceea ce arată ca B1 este sistem de generatori pentru Im A 84 Complemente de Matematica 2 2 6 Propoziție O transformare liniara A : V —> W este injectivă dacă și numai dacă Ker A = {0} Demonstrație Dacă A este injectivă atunci Ax = 0 implică x = 0 și deci Ker A = {0} Invers, dacă Ker A = {0} atunci Ax = Ay =^ Ax — Ay = 0 =^ A(x—y) = 0 =^ x-y = 0 =^ x = y 2 2 7 Propoziție Inversa unei transformări liniare bijective este o transformare liniară Demonstratie Fie A : V —> W o aplicatie liniara bijectiva Oricare ar fi x, y G W Si a, fi G K are loc relatia ax + fiy = aA(A-1 x) + fiA(A-1 y) = A(aA-1 x + fiA-1y) Si prin urmare A-1 (ax + fiy) = aA-1 x + fiA-1 y 2 2 8 Definiție Prin izomorfism liniar se întelege o transformare liniara bijectiva 2 2 9 Definiție Spunem ca spatiile vectoriale V si W sunt izomorfe dacă există un izomorfism liniar A : V —> W 2 2 10 Teoremă Doua spatii vectoriale peste acelasi corp K sunt izomorfe dacă si numai daca au aceeasi dimensiune Demonstratie Fie V si W spatii vectoriale peste K izomorfe si fie A : V —> W un izomorfism liniar Din relatiile Ker A = {0}, Im A = W, dim V = dimKer A + dimIm A rezulta ca dim V=dim W Invers, daca dim V=dim W = n, alegând o baza {v1, v2, , vn} în V si o baza {w1, w2, ,wn} în W putem defini izomorfismul liniar A : V —> W, A(xjVj) = xjWj 2 2 11 Notatia Kn se utilizeaza pentru spațiul vectorial Kn = { (x1,x2, ,xra) | £1,£2, •••,xra G K } identificat cu spatiul vectorial al matricelor linie Kn = { (x1 x2 xn) | x1,x2, ,xra G K } Spații vectoriale finit-dimensionale 85 dar și pentru spațiul vectorial al matricelor coloană z x1 X x2 II x1,x2, ■■■, xn G K xn 2 2 12 Teoremă Dacă V este un spațiu vectorial peste K atunci orice bază B = {vi,v2, ■■■,vn} a lui V (cu ordinea vectorilor fixată) definește izomorfismul A : V -^ Kn, A(xj Vj ) = / x1 \ x2 \ xn J care permite identificarea lui V cu Kn Demonstratie Aplicația A este liniara, Ker A = {0} si Im A = Kn 2 2 13 Definiție Fie V si W spatii vectoriale peste același corp K, BV = {v1, v2, , vn} bază în V BW = {w1, w2, , wm} baza în W A : V —> W transformare liniara si fie Avi = aj Wj adicăa Av1 = a1w1 + a2w2 + • • • + a™wm Av2 = a2w1 + a2w2 + • • • + a™wm Avn = a^wi + a;țw2 + + amwm Matricea A = a11 a21 a12 a222 ak \ an y a™ a™ an / se numeste matricea lui A în raport cu bazele BV si BW 2 2 14 Deoarece orice vector se poate reprezenta în mod unic sub forma 86 Complemente de Matematica n x = xivi adică x ^2 xl vi rezultă ca i 1 (n \ n n / m \ m / n \ yy xivi j = yy xi Avi = yy xi i yy aj wj i = yy i yy aj xm wj i=1 J i=1 i=1 \j=1 / j= 1 \ i=1 J ceea ce arata ca transformarea liniara A este complet determinata de matricea ei în raport cu bazele alese 2 2 15 Punand i 12 n x = x vi = x v1 + x v2 + • • • + x vn, j 12 y = yj wj = y W1 + y ir +-+ y wm relația y = Ax se poate scrie sub forma \ / y1 y2 / a1 a2 a2 a2 an a2n x1 x2 \ ym J \ a™ am an xn / \ 2 2 16 Teoremă La o schimbare de bază matricea unui operator liniar A : V —> V se schimba după formula A = S -1AS unde S este matricea de trecere de la baza veche la baza nouă Demonstrație Fie B = {v1; v2, , vn}, B' = {v1, v'2, , v'n} baze în V, fa1 a2 • • • «n \ S = a21 «2 • • «n a1n «n • • «n) unde vi = aj Vj matricea de trecere de la B la B' si fie A = a11 a21 a12 a222 a1n an unde Avi = ak vk \ an an ■■■ an J Spații vectoriale finit-dimensionale 87 Si / A = /1 /1 /1 \ a 1 a 2 ••• a n \ /2 /2 /2 a i a 2 ••• an tn tn tn ai a 2 ••• an ) unde Avi = a'j v'k matricele lui A în raport cu B și respectiv Bz Din relațiile Av' = A (al j = aj Avj = aj aj vk Avi = a/j vj = a/j aj vk rezulta aj aKj = aj aj adica relatia SA' = AS care implica A' = S 1AS 2 2 17 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste K si A: VV un operator liniar Spunem că numărul A G K este valoare proprie a lui A daca exista un vector v = 0, numit vector propriu corespunzator valorii A, astfel încat Av = Av 2 2 18 Propoziție Daca A este valoare proprie a operatorului A : V —> V atunci Va = {x G V | Ax = Ax} este subspațiu vectorial al lui V (numit subspatiul propriu corespunzător lui A) Demonstrație Avem x,y G Va 1 = a,Ș G K| A(ax + Șy) = aAx + ȘAy = aAx + ȘAy = A(ax + Șy) 2 2 19 Propoziție Polinomul (numit polinomul caracteristic) P(A) = det(A - AI) = a1 - A a2 • ■ ■ • an a21 a2—A • ■ • a2 an a1n an ■■ • On — an A 88 Complemente de Matematica asociat unui operator liniar A : V —— V folosind matricea într-o baza fixata nu depinde de baza aleasa Demonstratie Cu notatiile de mai sus, avem det(A' - XI) = det(S 1 AS - XI) = det(S 1 (A - XI)S) = detS-1 det(A — XI) detS = det(A — XI) detS = det(A — XI) 2 2 20 Deoarece P (X) = (-1)" X" + (-1)"-1 (ai + a2 + + a")Xn—1 + + det A numerele det A si tr A — ai + «2 + + a" (numit urma operatorului) definite cu ajutorul unei baze, nu depind de baza aleasa 2 2 21 MATHEMATICA: Det[A], Tr[A], CharacteristicPolynomial[A,t] , In :=Det[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] — Out =0 In :=Tr[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] — Out = 15 In :=CharacteristicPolynomial[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}},t] i—— Out = 18t+15t2 —t3 2 2 22 Teoremă Fie V un spațiu vectorial peste K și fie A : V —— V un operator liniar Numărul X E K este valoare proprie a lui A daca si numai daca este rădăcină a polinomului caracteristic, adică dacă P(X) = 0 Demonstrație Conform definitei, X E K este valoare proprie daca si numai dacă exista x = 0 cu Ax = Xx Intr-o baza fixata, acest lucru este echivalent cu faptul ca sistemul (a1 - X)x1 + a2X2 + • • • + a"xn = 0 a2x1 + (a2 - X)x2 + • • • + a"xn = 0 a"x1 + a"x2 + • • • + (a" - X)xn = 0 are si alte soluții în afară de (0,0,0), ceea ce are loc daca si numai daca a1 — X a2 • • • an a2 a2 - X •• • a" a" an a"" - X = 0 Spații vectoriale finit-dimensionale 89 2 2 23 In cazul în care V este spațiu vectorial real, numai rădăcinile reale ale poli-nomului caracteristic sunt valori proprii ale lui A 2 2 24 Definiție Fie A : V —> V un operator liniar si W C V subspatiu vectorial Spunem ca W este subspațiu invariant daca A(W) C W 2 2 25 Subspațiile proprii ale unui operator liniar sunt subspatii invariante w G Va Aw = Xw G Va 2 2 26 Propoziție Matricea unui operator liniar A : V —> V în raport cu o baza B este o matrice diagonală dacă si numai dacă B este formată doar din vectori proprii ai lui A Demonstrative Daca B = {v1,v2, ,vn} este o baza a lui V formată din vectori proprii ai lui A Avi = XiVi (unele dintre numerele X1, X2, , Xn putand fi egale) atunci matricea lui A în aceasta bazaă este ( Xi 0 0 A= 0 X2 0 \ 0 0 0 0 0 Xn Invers, daca matricea lui A în raport cu o baza B = {w1, w2, , wn} are forma dia- gonalaă atunci / ai 0 0 ■■■ 0 \ A= 0 a2 0 ■■■ 0 \ 0 0 0 ■■■ an / Awi = ai wi oricare ar fi i G {1,2, ,n} Deoarece o bază nu poate confine vectorul nul rezulta ca w1, w2, , wn sunt vectori proprii ai lui A si a1, a2, , an valorile proprii corespunzăatoare 90 Complemente de Matematica 2 2 27 Definiție Fie A: V —> V un operator liniar și A o valoare proprie Spunem ca A are multiplicitatea algebrică k daca este râdacina de ordinul k a polinomului caracteristic Prin multiplicitate geometrică a lui A se înțelege dimensiunea subspațiului propriu V\ corespunzator lui A 2 2 28 Propoziție Dacă vi, v2, vk sunt vectori proprii ai operatorului A : V —> V corespunzători la valori proprii distincte A1, A2, Ak Avi = Ai vi atunci {vi, v2, , vk} este sistem de vectori liniar independenți Demonstrație (cazul k = 3) Din aivi + a2V2 + a3v3 = 0 (2 3) rezulta A(aivi + a2V2 + a3 v3) = 0 adica relatia ai Avi + a2 Av2 + a3 Av3 = 0 care se mai scrie ai Aivi + a2A2V2 + a3A3 V3 = 0 (2 4) Adunând relația (2 4) cu relația (2 3) înmulțita cu (—A3) se obtine ®i (Ai — A3)vi + a2(A2 — A3)v2 = 0 (2 5) Aplicand operatorul A relatiei (2 5) obtinem ®i(Ai — A3)AiVi + a2(A2 — A3)A2 V2 = 0 (2 6) Adunand relatia (2 6) cu relația (2 5) înmulțita cu (—A2) rezultă ai (Ai — A3)(Ai — A2)vi = 0 Deoarece Ai, A2, A3 sunt distincte si vi = 0 rezulta ai = 0 si apoi din (2 5) obținem a2 = 0 înlocuind în (2 3) pe ai si a2 cu 0 deducem ca a3 = 0 Spații vectoriale finit-dimensionale 91 2 2 29 Din propoziția anterioară rezultă existența formei diagonale în cazul în care rădăcinile polinomului caracteristic aparțin toate corpului K peste care este considerat V si sunt toate distincte 2 2 30 Teoremă Fie V un spațiu vectorial peste K și fie A : V —> V un operator liniar Exista o baza a lui V în raport cu care matricea lui A este diagonala daca si numai daca toate rădăcinile polinomului caracteristic aparțin lui K si pentru fiecare dintre ele multiplicitatea algebricaa este egalaa cu cea geometricaa Demonstrație (în cazul a doua radacini Ai = A2 cu multiplicitătile 2 si respectiv 3) în cazul considerat dim V = 2+3 = 5, dim Vax =2 si dim V\2 =3 Fie {v2, v2} baza în Vax = { x G V | Ax = A1x } si {w2,w2,w3} baza în Va2 = { x G V | Ax = A2x } Este suficient sa aratăm că {v1, v2, w1, w2, w3} este bază în V Fie aivi + v! + «3 wi + a4w2 + a5w3 = 0 (2 7) Aplicand A obtinem Ai(aivi + =;G + A2(«3wi + a4w2 + 0^3) = 0 Adunand aceasta relatie cu relatia (2 7) înmultită cu (—A2) obtinem (Ai — A2)(ai vi + «2V2) = 0 de unde ai = a2 = 0 înlocuind în (2 7) rezulta a3 = a4 = a5 = 0 2 2 31 Orice matrice / ai a2 a2 a22 an aî G MîXî(K) \ \ aî aî aî aî este matricea în raport cu baza canonica / B = {ei = (1, 0, 0, , 0), e2 = (0,1, 0, , 0), , 6î = (0, 0, , 0,1)} a operatorului liniar 92 Complemente de Matematica A : Kn Kn, A / al a2 a2 a2 an a°n y an an ann y xn y 1 / x1 \ y xn y 2 2 32 Definiție Prin valoare proprie a unei matrice (respectiv vector propriu al unei matrice) A E Mnxn(K) se înțelege o valoare proprie (respectiv vector propriu) a operatorului liniar asociat A : Kn —> Kn 2 2 33 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A] / 0 11 \ In :=MatrixForm[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out = I 10 11 110 In :=Eigenvalues[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out ={2,-1,-1} In :=Eigenvectors[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out ={{1,1,1},{-1,0,1},{-1,1,0}} 2 2 34 Definiție Spunem ca matricea A E Mnxn(K) este diagonalizabila dacă operatorului liniar asociat A : Kn —> Kn este diagonalizabil 2 3 Dualul unui spatiu vectorial 2 3 1 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste corpul K O functie p : V —} K este numita formă liniara daca p(ax + Șy) = ap(x) + Șp(y), Vx, y E V, Va, Ș E K 2 3 2 Daca B = {v1,v2, ,vn} este baza în V si P: V —>K este forma liniara atunci exista numerele Pi = p(vi) unic determinate astfel încat p(x) = pixi adica p(xi vi) = pixi Spații vectoriale finit-dimensionale 93 2 3 3 Dacă V este un spațiu vectorial peste corpul K atunci V * = { p : V —> K | p este forma liniara } înzestrat cu operabile de adunare V* x V* -+ V* : (p,D) p + D , p + D : V —> K unde (p + D)(x) = p(x) + D(x) si înmulfire cu scalari K x V* -+ V* : (A,p) Ap , Ap : V —> K un e (Ap)(x) = Ap(x) este spatiu vectorial (numit dualul lui V) 2 3 4 Teoremă Oricare ar fi spațiul vectorial V avem dim V * = dim V Demonstrație Fie B = {vi,v2, ,vn} o baza Arătam că B* = {v1,v2, ,vn}, unde adicăa vi : V —> K, vi : V —> K, vi(x1v1 + x2v2 + • • • + xnvn) = x1 este o baza a lui V*, numita duala bazei B Fie a1v1 + a2v2 + • • • + anvn = 0 adicăa (a1v1 + a2v2 + • • • + anvn)(x) = 0, ceea ce se mai scrie a1v1(x) + a2v2(x) + • • • + anvn(x) = 0, Vx G V Vx G V Alegand x = v1 obtinem a1 = 0, alegand x = v2 obtinem a2 = 0, etc Daca p G V* atunci notand pi = p(vi) obtinem p(x) = p(x1V1 + x2V2 + -+ xnVn) = x1 p(V1) + x2 p(V2) + + xn p(Vn) = V1(x) p1 + V2(x) p2 + -+ Vn(x) pn = (ppC1 + p2V2 + + p^Cn)(x) oricare ar fi x G V, adică 1 2 n i p = ppc + p2V + + pnv = piV 94 Complemente de Matematica 2 3 5 Definiție Fie B = {v1 , v2, ,vn} o bază în V Baza lui V* B* = {v1, v2,vn} formata din formele liniare vz : V —H K, definite prin vi (v ) = Xi = / 1 daca i = j 1 ! | 0 daca i = j adică din funcțiile : V —H K, (x1v1 + x2v2 + -+ xnvn) = x1 se numește duala bazei B 2 3 6 Daca B = {v1, v2, ,vn} este bază în V si B* = {v1, v2, ,vn} duala ei atunci n x G V =^ x = xivi X vi(x) vi adică xi = vi(x) i=1 n G V* =^ ip = X n) xn sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spațiilor V si V* cu Kn Avem / ^(x) = xi = (^1 r2 n) x1 x2 xn 2 3 8 Teoremă Fie V un spațiu vectorial peste corpul K, B = {v1, v2, , vn}, B' = {v1, v2, , vn} doua baze în V, B* = {v1, v2, a1 a1 , ,vn }, a2 • • • a2 ■■■ B'* «n = {vz1, v'2, , v'n} dualele lor si S-1 £1 ^2 £1 ••• ■■■ £n «n an an n £n ••• ] S \ \ / \ matricele de trecere între B si B' Oricare ar fi Spații vectoriale finit-dimensionale 95 x = xx vj = x'z v'i E V și p = pj vj = pi v'z E V* au loc relațiile vi =aj vj v = Pj vj (2 pi = aj pj xZi = Pj xj Demonstrație Avem xj vj = xZi vi = xZi ai vj =^ xj = aj x,i =^ Pk xj = pj K | f este forma liniara } si dim V** =dim V* =dim V Știm ca doua spatii vectoriale de aceeasi dimensiune pot fi identificate alegand cate o baza în fiecare dintre ele Evident, identificarea depinzând de bazele alese, se poate face într-o infinitate de feluri Aratam ca orice spatiu vectorial V se poate identifica cu bidualul V** într-un mod natural care sa nu mai depinda de alegerea unor baze Relatiile (2 8) arata existenta unei ciclicitati în cazul repetarii trecerii la dual 2 3 10 Teoremă Aplicația : V —> V** : x tf[x] prin care vectorului x E V i se asociaza forma liniara tf[x] : V* —> K, tf[x](f) = f (x) este un izomorfism liniar care permite identificarea lui V cu V** Demonstrație Functia tf[x] apartine lui V** deoarece este liniară tf[x](af + Pg) = (af + Pg)(x) = af (x) + Pg(x) = a tf[x](f) + P tf[x](g) 96 Complemente de Matematica Aplicația T : V —> V** este transformare liniară deoarece T[ax + Șy](f) = f (ax + Șy) = af (x) + Șf (y) = (aT[x] + ȘT[y])(f) oricare ar fi f E V* Transformarea T este injectiva deoarece din T[x]=0 > T[x](f) = 0, Vf EV* > f(x) = 0, Vf EV* rezulta KerT = {0} Conform teoremei rangului are loc relatia dim Ker T + dim Im T = dim V din care rezulta ImT = V**, adica surjectivitatea lui T 2 4 Sume de spatii vectoriale 2 4 1 Propoziție Dacă Wi C V și W2 C V sunt subspații vectoriale atunci W = Wi n W2 este subspațiu vectorial al lui V Demonstrație Avem x, y E W a,Ș E K x, y E Wi x, y E W2 a,Ș E K ax + Șy E Wi ax + Șy E W2 =^ ax + Șy E W 2 4 2 In general, reuniunea a două subspații vectoriale ale unui spațiu vectorial V nu este un subspaȘu vectorial De exemplu, Wi = {(x, 0) | x E R} si W2 = {(0, y) | y E R} sunt subspatii vectoriale ale lui R2, dar W = Wi U W2 nu este subspaȘu vectorial al lui R2 Intr-adevar, (1, 0) E W si (0,1) E W dar (1, 0) + (0,1) = (1,1) E W 2 4 3 Propoziție Dacă Wi C V si W2 C V sunt subspații vectoriale atunci Wi + W2 = {wi + w2 | wi E Wi, w2 E W2} este subspatiu vectorial al lui V Demonstratie Avem Spații vectoriale finit-dimensionale 97 w1 + w2 € W1 + W2 I ( a(wi + w2) + fi(w, + ) w' + w2 € Wi + W2 1=^ a, fi € K I l = (awi + fiwi) + (aw2 + fiw2) € Wi + W2 2 4 4 Definiție Fie W1, W2 C V două subspații vectoriale Subspațiul vectorial W1 + W2 = {w1 + w2 | w1 € W1, w2 € W2} se numește suma subspațiilor W1 si W2 2 4 5 Teoremă (a dimensiunii) Daca W1 si W2 sunt subspații ale lui V atunci dim (W1+ W2) = dim W1 + dim W2 — dim (W1 n W2) Demonstrație Fie = {u1, u2, , un} o baza a spațiului vectorial W1 n W2 pe care o completam pana la o baza B1 = {U1,U2, ,Un ,V1,V2, ,Vk } a spatiului vectorial W1 si pana la o bază B2 = {U1,U2, ,un ,w1,w2, ,wm} a spatiului vectorial W2, unde n = dim (W1 nW2), n+k = dim W1, n+m = dim W2 Este suficient sa aratam ca B = {U1,U2, ,un, V1, V2, ,Vk, wb w2, ,wm} este o baza a lui W1 + W2 Orice vector de forma x1 + x2 cu x1 € W1 si x2 € W2 este o combinatie liniara de vectorii lui B Relatia a1U1 + + anun + fi1V1 + + fik vk + 71^1 + + Ymwm = 0 (2 9) se poate scrie sub forma a1u1 + + anun + fi1v1 + + fik vk = —71w1 — — Ymwm Egalitatea dintre vectorul a1u1 + + anun + fi1v1 + + fikvk apartinand lui W1 si vectorul —Y1w1 — — Ymwm apartinand lui W2 este posibila numai dacă —Y1w1 — — Ymwm € W1 n W2, adica dacă exista ă1, ă2, , ă1 € K încat —71M1 — Y2w2 — — Ymwm = 51u1 + fou2 + + 5n^ Scriind ultima relatie sub forma 51u1 + ^2u2 + + ănun + Y1w1 + Y2w2 + + Ymwm = 0 98 Complemente de Matematica și ținând seama de faptul că B2 este bază în W2 rezultă ăi = 62 = = dn = Yi = 72 = = Ym = 0 Relatia (2 9) devine aiui + + anun + fiivi + + Șk vk = 0 Tinand seama de faptul ca Bi este bază în Wi obtinem ai = a2 = = an = Și = Ș2 = = Șk = 0 Prin urmare B este baza a lui Wi + W2 si dim(Wi + W2) = n + k + m = dim Wi + dim W2 — dim (Wi n W2) 2 4 6 Definiție Fie Wi, W2 doua subspatii vectoriale ale unui spatiu vectorial V Spunem ca suma Wi + W2 este suma directa si utilizam notafia Wi ® W2 daca scrierea oricărui vector w E Wi + W2 ca suma w = wi + w2 dintre un vector wi E Wi si un vector w2 E W2 este unica 2 4 7 Propoziție Fie Wiț W2 C V doua subspații vectoriale Suma Wi + W2 este suma directa daca si numai daca Wi n W2 = {0} Demonstrafie “=^” Daca Wi n W2 = {0} atunci exista x E Wi n W2 nenul care admite reprezentarile x = x + 0și x = 0 + x, ceea ce arata că suma nu este directa “^=” Fie subspatiile Wi si W2 cu Wi n W2 = {0} Daca v E Wi + W2 admite reprezentaările v = wi + w2 cu wi E Wi si w2 E W2 v = w( + w2 cu wi E Wi si w2 E W2 atunci wi + w2 = w) + w2 Scriind aceastăa relatie sub forma wi — wl = w2 — w2 din wi — wl E Wi, w2 — w2 E W2 si Wi n W2 = {0} deducem ca wi — wl = 0, w2 — w2 = 0, adica wi = wi si w2 = w2, ceea ce arată ca suma este directă 2 4 8 In cazul sumei directe avem dim Wi ® W2 = dim Wi + dim W2 Spații vectoriale finit-dimensionale 99 2 4 9 Am definit suma a două spații vectoriale în cazul particular în care există un spatiu vectorial în care ambele sunt subspatii vectoriale Ea reprezinta o suma interna Aratam ca suma a doua spatii vectoriale se poate defini pentru orice spatii vectoriale peste acelasi corp si poate fi privita ca o suma directa externa 2 4 10 Propoziție Daca V si W sunt spații vectoriale peste acelasi corp K atunci V x W = { (x,y) | x G V, y G W } considerat împreună cu adunarea (x, y) + (x', y') = (x + x',y + y') și înmultirea cu scalari a(x, y) = (ax, ay) este spatiu vectorial, notat cu V ® W si dim(V ® W) = dim V + dim W Demonstrație Daca {v1,v2, ,vn} si {wi,w2, ,wk} sunt baze în V si W atunci { (vi, 0), (V2, 0), , (v„, 0), (0,Wi), (0,W2), , (0, Wk) } este baza în V x W 2 4 11 Definiție Fie V si W două spatii vectoriale peste acelasi corp K Spatiul V® W d=f { (x,y) | x G V, y G W } se numeste suma directă a spatiilor V si W 2 4 12 Spatile V si W pot fi identificate cu subspatiile { (x, 0) | x G V }, { (0, y) | y G W } ale lui V ® W si avem { (x, 0) | x G V }n{ (0, y) | y G W } = {(0, 0)} { (x, 0) | x G V } + { (0,y) | y G W } = V ® W ceea ce justifica notatia V ® W 2 4 13 Exemplu Avem R2 = R ® R, R3 = R ® R ® R, 100 Complemente de Matematica 2 5 Produs tensorial de spatii vectoriale 2 5 1 Pe parcursul acestei secțiuni vom continua să utilizăm convenția de sumare scriind, de exemplu, FijVi C Wj în loc de ^n=i ^T=i FijVi C Wj vi(Tvk) vk în loc de ^k=1 vi(Tvk) vk, etc 2 5 2 Daca V este un spatiu vectorial peste K si {v1, v2, , vn} este o baza cu duala {v1, v2, , vn} atunci x E V x = xivi cu xi = vi (x) E V * = ^jvi cu ^i = tp(vi) A E L(V) Avi = ajvj cu aj = vj(Avi) Aplicatiile x1 v1 (x) x2 v2 (x) V —H Kn : x H = xn vn(x) V* —H Kn : H (^1, ^2, , Fn) = (v(vi), ^(v2>, , ^(vra)) sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spațiilor V si V* cu Kn 2 5 3 Daca V este un spațiu vectorial peste corpul K, asociind fiecărui x E V forma liniara (a se vedea pag 95-10) x : V* —H K, x(^) = ^>(x) obtinem un izomorfism V —H V** care permite identificarea lui V cu bidualul V** = { f: v* -hK | f este formă liniară } 2 5 4 Definiție Fie V , W două spatii vectoriale peste acelasi corp K O aplicare F : V * x W * —H K este numita forma biliniara daca F (a^>+00, n) = aF ( ,0 E V*, Vn E W*, Va,0 E K F (^,an+0^) = aF (^,n)+ 0F (^,n), V^ E V*, Vn,^ E W *, Va,0 E K Spații vectoriale finit-dimensionale 101 2 5 5 Exemplu Oricare ar fi x G V și y G W, aplicația x O y : V* X W* —> K, (x O y)(f,g) = f (x) g(y) este forma biliniara 2 5 6 Definiție Fie V , W două spații vectoriale peste același corp K Spațiul V O W { F: V* x W * —> K | F este forma biliniara } considerat împreună cu operațiile uzuale de adunare și înmulțire cu scalari este un spațiu vectorial, numit produsul tensorial al spațiilor V si W 2 5 7 Teoremă Fie V , W doua spații vectoriale peste acelasi corp K Dacă {v1,v2, ,vn} este bază în V si {w1,w2, ,wm} este bază în W atunci { vi O Wj | i G {1, 2, ,n}, j G {1, 2, ,m}} este baza în V O W si prin urmare dim VO W = nm, adica dim V O W = dim V • dim W Demonstrație Oricare ar fi forma biliniara F: V* x W* K avem F(p, 0) = F(p(vi)vi, 0(wj)wj) = F(vi, wj) p(vi) 0(wj) = F(vi, wj) vi O Wj ( Mnxm(K) : F = FijVi FWj ■ ■ F = F12 F 1m F22 f2m / f 11 F 21 \ F n1 Fn2 F nm \ / este un izomorfism liniar care permite identificarea spațiilor VF W și Mnxm(K) Demonstrație Avem dim VFW = nm = dimMnxm(K) și F = 0 implică F = 0 2 5 13 Propoziție Dacă {v1,v2, ,vn} este baza în V si {w1,w2, ,wm} în W i Oi I i j ,• > =^ x F y = x yj vi F w, y = yj wj j 2 adica (x F y)ij = xiyj Demonstratie Oricare ar fi E V* și fi E W* avem x F y ( , fi) 2 5 14 Matricea asociată vectorului x F y este matricea de rang 1 x1y1 x1y2 21 22 x2y1 x2y2 x1 ym x2ym xny1 xny2 xnym Pe de alta parte, orice matrice de rang 1 este de acesta forma ( vezi pag 102-11) Un vector F E V F W se poate scrie sub forma x F y daca si numai daca rangul matricei asociate este 1 2 5 15* Definiție Spunem despre un vector F E VfW ca este separabil (unentangled, în engleza) dacă se poate scrie sub forma x F y In caz contrar spunem ca F este inseparabil (entangled, în engleza) 2 5 16 Izomorfismul V F W —> Mnxm(K) : F F definit mai sus depinde de alegerea bazelor utilizate, dar se poate araăta caă pentru orice F E V F W numarul rang F este independent de bazele alese In cazul în care este mai mare decat 1, numarul întreg 104 Complemente de Matematica F11 F 21 F12 fim \ F22 f2m rang \ F ni Fn2 Fnm i este o măsura a inseparabilitații vectorului Fij vi O Wj 2 5 17 In mecanica cuantica, produsul tensorial de spatii vectoriale este utilizat pentru a descrie sisteme cuantice compuse din subsisteme 2 5 18 Definiție Fie S: V —> V si T: W —> W operatori liniari Operatorul liniar T O S : V O W V O W, ((TOS)F)(^, 0) = Fo T,0 o S) se numeste produsul tensorial al operatorilor T si S 2 5 19 In cazul particular F = x O y obtinem ((TOS)(x O y))(^>, 0) = (x Oy)(^> o T, 0 o S) = ^(Tx) 0(Sy) = ((Tx) O (Sy))(^>, 0) oricare ar fi E V* si 0 G W *, adica (T O S) (x O y) = (Tx) O (Sy) Deoarece T O S este operator liniar si spațiul V O W este format din combinatii liniare de elemente de forma x O y, se poate utiliza relația precedenta ca o definiție alternativa pentru produsul tensorial al operatorilor T si S Capitolul 3 Tensori pe spatii vectoriale finit-dimensionale 3 1 Tensori 3 1 1 Fie V un spațiu vectorial peste corpul K și fie două baze ale lui V B = {ei,e2, ,en} (baza veche) B' = {ei,e'2, } (baza noua) si B* = {e1 , e2, ,en}, B'* = {ez1,e/2, ,eln} dualele lor Fiecare vector x E V se poate dezvolta în raport cu cele doua baze i J / zy> V este un tensor de tip (1,1) ale cărui coordonate într-o baza B = {e1 ,e2, -,en} sunt coeficienții A3 din dezvoltarea Aei = Aj ej - Demonstratie Din relatia Aej = A'3 ej rezultă A(ak ek) = a'3a™em relatie care scrisaă sub forma ak Aek = a™ A'3 em conduce la ak Am e am a>j e ai Ak em = aj A i em 110 Complemente de Matematica adică ak A- = a- A, Din aceasta relație obținem ș- a a- = ș- a- a i i 11 m v tu i i m j v relație echivalenta cu A'S = S ak A- deoarece A a- A'j = 6j A'j = A'f 3 3 3 Definiție Spunem ca aplicația g : V x V —> K este o aplicație biliniara dacă g(ax + Șy, z) = ag(x, z) + Șg(y, z) g(x, ay + Șz) = ag(x, y) + Șg(x, z) oricare ar fi x, y, z G V si a, Ș G K 3 3 4 Propoziție Orice aplicație biliniara g : V x V —> K este un tensor de tip (0,2) ale carui coordonate în baza B = {ei, e2, ,en} sunt numerele g, = g(e, , e,) Demonstrație Avem g, = g(e,, e,) = g(a, ek, a,- em) = a,- a,- g(ek, em) = a,- a,- gkm 3 3 5 Definiție Aplicația g : V* x V —> K este numită aplicație biliniara daca este liniara în fiecare argument, adica g(a K este un tensor de tip (1,1) ale carui coordonate într-o baza B = {e1, e2, , en} cu duala B* = {e1,e2, ,en} sunt g, = g(el,e,) Demonstratie Avem g', = g(e'e,) = g(Șk ek, a- em) = Șk a- g(ek, e-) = Șk a- g- Tensori pe spații vectoriale finit-dimensionale 111 3 3 7 Propoziție Orice tensor de tip (1,1) poate fi identificat cu o aplicație biliniara g : V* x V —> K Demonstratie Folosind coordonatele Tj ale tensorului T de tip (1,1) într-o bază fixată B = {ei,e2, ■■■,en} cu duala B* = {e1 , e2, ,en} definim aplicatia biliniară g : V* x V —> K, g(p, x) = gțipi e?, xj ej) = Tj Ti xj Aplicația g astfel definita nu depinde de alegerea bazei B utilizate deoarece alegand altă baza B1 obținem g(T'k e>k, x'm ej = T'km Vk x'm = «m Tb ak Ti Pj xj = '■ 6j T Ti xj = Tj Ti xj 3 3 8 Rezultatele prezentate mai sus pot fi generalizate în mod natural Orice aplicatie (p + q)-liniara T : V * x V * x x V * x V x V x -x V —> K p ori q ori este un tensor de tip (p,q) ale cărui coordonate într-o bază B = {e1 ,e2, ,en} cu duala B* = {e1, e2, , en} sunt Tjj = T (ei1 ,ei2 , ,eip , ,ej,) si fiecarui tensor de tip (p, q) îi corespunde în mod natural o astfel de aplicație (p + q)-liniara 3 3 9 Plecand de la dualul V* al lui V se poate defini dualul dualului lui V * V** = (V*) numit bidualul lui V Spațiul V** se poate identifica (a se vedea pag 95-10) în mod natural cu V asociind lui x G V aplicatia liniară V* —> K : t T(x) aparțtinand bidualului lui V 3 3 10 Dacă t : V —> K si fi : W —> K sunt aplicații liniare atunci g : V x W —> K, g(v, w) = t(v) • fi(w) este o aplicatie biliniara numită produsul tensorial al lui t cu fi si notata cu t O fi 112 Capitolul 4 Spații Hilbert finit-dimensionale 4 1 Spații cu produs scalar 4 1 1 Definiție Fie V un spațiu vectorial real (adică K = R) Prin produs scalar pe V se înțelege o aplicație (,} : V x V —> R astfel încat a) (x,ay + Șz) = a(x,y) + Ș(x,z), ^x,y,zG V si Va, Ș GR b) (x,y) = (y,x), Vx,y G V a) (x, x) > 0, Vx G V si (x, x) = 0 x = 0 4 1 2 Definiție Fie V un spațiu vectorial complex (adica K = C) Prin produs scalar pe V se întelege o aplicatie (,} : V x V —> C astfel încat a) (x,ay + Șz) = a(x,y) + Ș(x,z(, Vx,y,zGV si Va, ȘGC b) (x,y) = (y,x), Vx,y G V a) (x, x) > 0, Vx G V si (x,x) =0 x = 0 4 1 3 In cazul produsului scalar definit pe un spatiu vectorial complex, (ax + Șy, z) = (z, ax + Șy) = a (z,x) + Ș (z, y) = a {x, z) + Ș{y, z) 113 114 Complemente de Matematica 4 1 4 Teoremă (Inegalitatea Cauchy) Daca (,): V x V —>K este produs scalar atunci |(x,y)|2 0, VA E K adica (x, x) + A(y, x) + A(x, y) + AA(y, y) > 0, VA E K Alegand A = relatia devine {x,x) (y,y) (y,y) 1 (y,y) > adica (x,x) (y,y) > |(x,y)|2 4 1 5 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste K Prin norma pe V se întelege o aplicatie astfel încat || || : V R a) || x ||> 0 oricare ar fi xEV si || x ||=0 x = 0 b) ||ax ||= a| || x ||, oricare ar fi a E K, x E V c) II x+y llî ^11 x || +1| y ||, oricare ar fi x, y E V 4 1 6 Propoziție Daca (,) : V x V —> K este produs scalar atunci II'II : V R, ||x|| = ^(x,x) este o normă pe V Demonstratie Avem Spații Hilbert finit-dimensionale 115 ||x|| \țx,x} > 0 și ||x|| =0 R cu proprietațile a) d(x, y) > 0 oricare ar fi x, y G M și d(x,y)=0 x = y b) d(x,y) = d(y,x), oricare ar fi x,y G M c) d(x,y) K este produs scalar atunci d : V x V —> R, d(x,y) = ||x—y|| = ^(x—y, x—y) este o distanța pe V Demonstrație Avem d(x,y) =|| x—y ||> 0 si d(x,y) = 0 o || x—y || = 0 o x—y = 0 o x = y d(x,y) =|| x — y ||=|| (—1)(y — x) ||= | — 1| || y — x ||=|| y — x ||= d(y,x) d(x,y) =|| x—y ||=|| x —z+z—y || | ,y'i, i=1 I|x|| = n 12 ,x^2 i=1 oricare ar fi vectorii x §i y Demonstrație Orice vector x G V se poate scrie ca o combinare liniara n x = £ Xi Vi i=1 și avem / n \ n n {Vk ,x) = / Vk ^2xi Vi \ = ^2 xi (Vk ,Vi) = ^2 xifik = xk i=1 i=1 i=1 120 Complemente de Matematica x,y G M± a,Ș G K In \ n (x,y) = Q2y\ = 52(vi,y) \i=1 / i=1 n n ||x||2 = (x,x) = 52(x,Vi) (vi,x) =52 l(x,Vi)|2 i=1 i=1 4 2 20 Propoziție Fie V un spațiu cu produs scalar și M c V o submulțime Mulțimea vectorilor ortogonali pe M M± = { x G V | x ± u, Yu G M} este un subspațiu vectorial Demonstrație Oricare ar fi x G M avem =^ (u, ax + fîy) = a(u, x) + fî(u, y) =0 și prin urmare ax + Șy G M± 4 2 21 Teoremă Daca V un spațiu cu produs scalar si W c V un subspațiu atunci V = W ® W± Demonstrație Daca x G W O W± atunci ||x|| = (x,x) = 0, ceea ce conduce la W O W± = {0} Este suficient sa mai aratam ca dim W+dim W±=dim V Plecăm de la o baza ortonormata {v1,v2, ,Vk} a lui W pe care apoi o completam pana la o bază {v1,v2, ,vk,u1,u2, ,un-k} a lui V Ortonormalizand acesta baza prin metoda Gram-Schmidt obținem o bază ortonormată {v1 ,v2, ,vk, vk+1, v^+2, -,vn } a lui V Se constata imediat ca {vk+1, vk+2, ,vn} este baza a lui W± si prin urmare dim W+dim W±=dim V Spații Hilbert finit-dimensionale 121 4 3 Dualul unui spatiu cu produs scalar 4 3 1 Propoziție In cazul unui spațiu cu produs scalar V avem (x, u) = (y, u) Vu G V x = y Demonstrație Alegând u = x—y obținem (x,x—y) = {y,x — y} =^ (x—y,x—y} = 0 =^ ||x—y|| =0 =^ x = y 4 3 2 Teoremă Fie V un spațiu cu produs scalar Pentru orice formă liniară C exista a G V unic determinat astfel încât ^>(x) = (a,x), oricare ar fi x G V Demonstrare Fie {vi, v2, ,vn} o bază ortonormată Din relația (n \ n In n \ ^vA = ^2 xi p(vi) = ( 12 ^(vj) Vj ^xiVi \ i=1 J i=1 \j=1 i=1 / rezultă ca n a = 12 p(vj) v j=1 îndeplinește condițiile cerute Unicitatea lui a rezulta din propoziția anterioara 4 3 3 Din unicitatea lui a rezulta în plus ca vectorul $2n=1 ^(vj) vj definit cu ajutorul unei baze nu depinde de baza ortonormata aleasa 4 3 4 In cazul unui spațiu cu produs scalar V avem V* = { V > C : x ^{a,x)\ a G V } 4 3 5 Notația lui Dirac In cazul particular V = Cn, produsul scalar a doi vectori x = (Z1 ,x2 , ,xn) si y = (y1 ,y2, ,yn) se poate scrie utilizand produsul a doua matrice sub forma (y1 , \ f i y2 țx,y) = x1 y2 + x2 y2 + + Xn yn =( x1 x2 ■■■ Xn ] yn 122 Complemente de Matematica Utilizând notațiile (x| = ( X1 X2 • • • Xn ( yi i \ y2 si X = \yn J obtinem (x|y) = Xi y2 + X2 y2 + + xn yn 4 3 6 Din relația V —> C : x (a,x) scrisa sub forma V —> C : |x) (a|x) rezulta ca (a| reprezinta o formă liniara 4 3 7 Daca B = v2, , vn} este baza ortonormata atunci (vezi pag 119-19) n x = y~)(yi, x)vi oricare ar fi x G V i=1 Utilizand notatia lui Dirac, aceasta relatie se poate scrie n |x) ^2XX |vi) oricare ar fi |x)G V i=1 sau n |x) ^2 |vi)(vi|x) oricare ar fi |x) G V i=1 sau, utilizand operatorul identitate I: V —> V, I|x) = |x), sub forma n 1 = 1S \vi')^ vi|- (4X i=1 Relatia (4 1) este numită rezoluția identității corespunzătoare bazei B 4 3 8 Relatia (4 1) corespunde în cazul bazei canonice B = {vi = (1, 0, 0), v2 = (0,1, 0), va = (0, 0,1)} a lui R3 egalitatii 100 0 10 I 001 10 0 I (10 0)+ 1 I 00 / (0 10) + (0 0 1) 0 0 1 Spații Hilbert finit-dimensionale 123 4 3 9 Relația referitoare la proiecția ortogonală pe un vector unitar w Pwx = (w, x) w se mai poate scrie sub forma Pw |x) = |w)(w|x) Si conduce la definiția Pw = |w)(w| pentru proiectorul ortogonal pe subspatiul unidimensional generat de w 4 3 10 Daca B = {|vi), |v2), , \vn)} este baza ortonormata atunci {(vi1, {v21, , (vn|} este duala ei deoarece (v \vj) = 6ij In particular, din relatia (4 1) rezulta n (a| = JS (a\vi){vi | i=1 4 3 11 Definiție Prin adjuncta matricei A = / aii ai2 a2i a22 aim a2m G Mnxm(C) \ ani an2 anm \ / se intelege complex conjugata transpusei lui A, adica matricea / A* = A = aaii aai2 aa2i aa22 aani an2 aim a2m ' \ anm ) 4 3 12 Propoziție Dacă A G Mnxn(C) atunci relațiile A A* = I, A* A = I, A-i = A* unde I este matricea unitate, sunt echivalente Demonstrafie Daca A A* = I atunci A este inversabila A A* = I =^ detA det A* = detI = 1 =^ det A = 0 si înmultind relatia A A* = I cu A-i la stânga rezulta A-i = A* Similar, daca A* A = I atunci A este inversabila 124 Complemente de Matematica A* A = I detA* detA = detI = 1 detA = 0 și înmulțind relația A* A = I cu A-1 la dreapta rezultă A-1 = A* Evident, relația A-1 = A* implica celelalte doua relații 4 3 13 Definiție Matricea AGMnxn(C) este numita matrice unitara daca A* A = I (conditie echivalentă cu A-1 = A* si cu A A* = I) 4 3 14 Daca A este o matrice unitara atunci |detA| = 1 Intr-adevar A* A = I =^ detA detA* = 1 =^ |detA|2 = 1 4 3 15 Teoremă Mulțimea matricelor unitare de ordinul n U(n) = { A 6Mnxn(C) | a* A = I } are o structură de grup în raport cu înmultirea matricelor, iar SU (n) = { A G U (n) | det A = 1 } este un subgrup al lui U (n) Demonstrație a) Produsul a doua matrice unitare A si B este o matrice unitara (AB)* (AB) = B*A*AB = B*B = I si inversa unei matrice unitare A este o matrice unitarăa A-1 = A* =^ (A-1)* = (A*)* = A = (A-1)-1 b) Afirmația rezulta din relațiile det(AB) = detA detB, det(A-1) = (detA)-1 4 3 16 Teoremă Matricea de trecere între două baze ortonormate este o matrice unitară Demonstratie Fie {v1, v2, , vn} si {v1, v2, , v'n} doua baze ortonormate si fie / ou • • • ăn1 * \ a1n ' ' ' ann / a11 • • • a1n \ S = M I , S \ an1 ' ' ' ann ) Spații Hilbert finit-dimensionale 125 matricea de trecere între cele două baze si adjuncta ei, adică n Vj — 12 ab Vi- i=1 Avem ăij = ,Vj) = (52k=1 akivk, 52m=1 amjvm) — 52k=1 52m=1 akiamj (vk ,vm) — 52 k=1 52m=1 aki amj ^km — 52 k=1 akiakj relatie echivalentă cu S*S — I 4 3 17 Notiuni similare cu proprietari similare se pot defini în cazul real 4 3 18 Propoziție Daca A G Mnxn(R) atunci relațiile A fA — I, fAA — I, A-1 — fA unde I este matricea unitate, sunt echivalente 4 3 19 Definiție Matricea AGMnxn(R) este numita matrice ortogonala daca fAA — I (conditie echivalenta cu A-1 — A si cu AA — I) 4 3 20 Dacă A este o matrice ortogonală atunci detA G {-1,1} 4 3 21 Teoremă Multimea matricelor ortogonale de ordinul n O(n) — { A G M„x„(R) | A A — I } are o structură de grup în raport cu înmultirea matricelor, iar SO(n) — { A G O(n) | det A — 1 } este un subgrup al lui O(n) 4 3 22 Teoremă In cazul unui spatiu vectorial real cu produs scalar, matricea de trecere între două baze ortonormate este o matrice ortogonală 126 Complemente de Matematica 4 4 Sisteme de vectori coerenti 4 4 1 In R2 vectorii corespunzători vârfurilor unui triunghi echilateral ' = (/!, 0 , ' = (-, w2 = (- desi nu formeazâ o bazâ ortonormatâ, verifica relatia remarcabila 2 1 = 1S\wi)(wi\ i=0 adica, în scriere matriceala, relatia o U \ o/\V3 / \ — p 12 p M C2j Alegand în locul vectorilor wi vectorii unitari corespunzatori Ui = T|-p wi : llwill i adica (a se vedea Figura 4 3) uo = (1,0), ui = (—2, ^2^) , U2 = (—1, ~^23) obținem relația 2 I = 3 E \Ui)(Ui\ i=0 Figura 4 3: Sistemul de vectori coerenți u0, u1, u2 4 4 2 Definiție Fie V un spatiu cu produs scalar n-dimensional Spunem ca {u0,u1, ,uk-1} este un sistem finit de vectori coerenți Spații Hilbert finit-dimensionale 127 (finite frame, în engleză) dacă vectorii Ui sunt unitari ||Ui|| = 1 oricare ar fi i = 0,1, ,k — 1 Si are loc rezoluția identitații k-i I = n E |Ui)(Ui | (4 2) i=0 4 4 3 Teoremă Fie V un spațiu cu produs scalar n-dimensional Daca {u0,ui, ,Uk-i} este sistem de vectori coerenți atunci k-1 x = n— [UițiUi x i=0 k-i (x\y) = n X (x\Ui i=0 oricare ar fi x,y E V k-i (x| = k E (x^i^Ui | i=0 k-i ||x||2 = n e Kx|Ui d2 i=0 Demonstrație Relatiile din enunț sunt consecințe directe ale relației (4 2) 4 4 4 Exercițiu Vectorii corespunzând varfurilor unui tetraedru regulat iii U0 = l V3 ’ V3, ✓) , U1 = J L L) Ui = 3, - 3, 3 , Uo = ( L LA U2 = ’ V3’ F3J ’ U3 = ( i i L A U3 = V V3 ’ V3 ’ V3J formeaza un sistem de vectori coerenți ân R3 4 4 5 Exercițiu Vectorii corespunzand vârfurilor unui icosaedru regulat ✓±+2 (1,t 0), ✓±+2 (t ° a (°, 1 t) ✓±+2 ( 1t o) ✓±+2 (t ° a ✓±+2 (°, 1 t) definiți utilizand ‘numarul de aur’ t = 1 '25 =1 6180339887 , formează un sistem de vectori coerenți ân R3 4 4 6 Exercițiu Vectorii corespunzand varfurilor unui poligon regulat cu k laturi Um = (cos 2^, sin 2^) unde m = 0,1, , k — 1 formează un sistem de vectori coerenți în R2 astfel încat k-i I = \Um){Um| m=0 128 Complemente de Matematica 4 4 7 Exercițiu Sistemul infinit de vectori u(t) = (cos t, sin t) unde t E [0, 2n) formează un sistem de vectori coerenți în R2 astfel încât 1 f2n I = — dt \u(t))(u(t)| n J o 4 4 8 Exercițiu In spațiul L2(R), sistemul infinit de vectori (vezi pag 221-53) |z|2 °° n \z} = e 2 £ \n) unde z E C n=0V n' definit plecand de la o baza ortonormată {|0(, |1), |2(, }, formeaza un sistem de vectori coerenfi în L2(R) astfel încat I — [ dRezdImz |z)(z| n J c 4 4 9 Sistemul infinit de vectori din exercițiul anterior, numit sistemul de stări coerente Schrodinger-Klăuder-Glăuber sau sistemul de stări coerente canonic sau sistemul de stări coerente standard, joaca un rol fundamental în mecanica cuantica, optica si în general, în modelele cuantice din fizica 4 5 Spatii Hilbert 4 5 1 Orice spatiu cu produs scalar are o structura de spatiu normat si una de spatiu metric definite prin ||x|| (x,x) si d(x,y) = ||x-y|| = ^J (x-y,x - y) 4 5 2 Definiție Fie V un spatiu cu produs scalar si (xk)k>0 un sir din V Spunem ca sirul (xk)k>0 este convergent cu limita a dacă lim ||xk — a|| =0 k^ adica daca pentru orice e> 0 exista k£ E N astfel încat ||xk — a|| k£ Spații Hilbert finit-dimensionale 129 4 5 3 Definiție Fie V un spațiu cu produs scalar și (xk)k>0 un șir din V Spunem ca șirul (xk)k>0 este șir Cauchy daca pentru orice e> 0 exista k£ G N astfel încat ||xk - x^|| k£ oricare ar li , , , t > k£ 4 5 4 Propoziție Orice șir convergent este șir Cauchy Demonstrație Fie e > 0 Daca limk^^ xk = a atunci exista k£ G N astfel încat si prin urmare e ||xk- a|1 k£ ||xfc - xr\\ = ||xfc - a + a - xt\\ k£ si £ > k£ 4 5 5 Definiție Un spatiu în care orice sir Cauchy este convergent este numit spațiu complet Un spatiu normat complet este numit spatiu Banach Un spatiu cu produs scalar complet este numit spatiu Hilbert 4 5 6 In functie de corpul scalarilor corespunzător, un spatiu Hilbert poate fi spatiu Hilbert real sau spatiu Hilbert complex In continuare, daca nu se specifica contrariul, prin spatiu Hilbert vom întelege un spatiu Hilbert complex 4 5 7 Exemple Oricare ar fi n G {1, 2, 3, } spatiul Rn înzestrat cu produsul scalar n W este numita izometrie liniara daca (Tx,Ty) = (x,y) oricare ar fi x,y G V 130 Complemente de Matematica 4 5 9 Orice izometrie liniară este o aplicație injectivă deoarece Tx = 0 ||x||2 = (x,x) = {Tx,Tx} =0 x = 0 4 5 10 Definiție Spunem despre doua spații cu produs scalar V si W ca sunt izomorfe daca exista o izometrie liniară bijectivă T: V —> W 4 5 11 Teoremă Orice spațiu vectorial real de dimensiune n cu produs scalar este izomorf cu spațiul Hilbert real Rn Orice spatiu vectorial complex de dimensiune n cu produs scalar este izomorf cu spatiul Hilbert Cn Demonstratie Daca {v1, v2, ,vn} este o bază ortonormata atunci are loc relatia n n (x,y)=12(x,vi) (vi,y)=^2 (vi,x) (vi,y) i=1 i=1 care arata ca izomorfismul liniar V Rn : x ((v1, x), (v2,x), , (vn, x)) și respectiv V Cn : x ( 4 5 18 Izomorfismul liniar Mnxm(C) Cnm : ( a11 ••• a1m \ I t(a11 ,a21, , an1, a12, a22, ••• ,an2, , a1m ,a2m, ,anm) \ an1 • • • anm ) devine un izomorfism de spatii cu produs scalar daca înzestram spatiul vectorial complex Mnxm(C) cu produsul scalar a1m b11 • • • b1m \ an1 anm bn1 • • • b nm ij ( a11 adicăa dacăa definim {A,B) = Tr(A* B) unde A* este adjuncta matricei A, adica complex conjugata transpusei lui A Spațiul Mnxm(C) devine astfel un spatiu Hilbert izomorf cu spatiul Hilbert Cnm 4 5 19 Propoziție (Identitatea paralelogramului) Daca V este un spațiu cu produs scalar atunci l|X + y||2 + ||X - y||2 = 2 ||x||2 + 2 ||y||2 132 Complemente de Matematica oricare ar fi x,y G V Demonstrație Se utilizează relația ||u||2 = 4 5 20 Definiție Fie V un spațiu vectorial și M C V o submulțime Spunem ca M este mulțime convexa daca { (1-t)x+ty | t G } C M oricare ar fi x,y G M Figura 4 4: Mulțime convexă si mulțime neconvexa 4 5 21 Definiție Fie V un spațiu normaț, x G V si M C V o submulțime Prin distanța de la x la M se înțelege numarul 6(x, M) = inf ||x—u|| v 7 u&M" 11 Figura 4 5: Disțanța de la x la M 4 5 22 Teoremă Daca V este un spațiu Hilbert, M C V este o mulțime convexa închisă si x G M atunci exista un element unic y G M astfel încât 6(x,M) = ||x — y|| Demonstrație Fie 6 = 6(x,M) Arațam mai înțai ca 6 > 0 Presupunand ca 6 = 0 rezulță ca pențru orice n G {1, 2, 3, } exisță xn G M asțfel încaț ||x — xn|| xn = x Deoarece M esțe închisă ar rezulța ca x G M, în Spații Hilbert finit-dimensionale 133 contradicție cu ipoteza Pentru fiecare n G {1,2,3, } alegem yn G M astfel încât 5 1 este sir Cauchy Scriind identitatea paralelogramului 2 ||x — yn||2 + 2 ||x — ym\\2 = ||yn — ym\\2 + ||2x — yn — ym\\2 sub forma ||yn obtinem caă adicaă 2 1 1 2 2 yn||2 +2 ||x 2 ||x 4 x 2 yn + 2 ym 2 2 2 ym\\2 0, alegand N G N astfel încât N N oricare ar fi m > N Spatiul Hilbert V fiind complet, exista y = limn^^> yn si y apartine mulțimii închise M Trecand la limita în relatia (4 3) obținem ca 5 = ||x — y|| Presupunand ca exista doua elemente y,y' G M cu 5 = ||x — y|| = ||x — y'\\ si folosind identitatea paralelogramului deducem relatia 452 = 2 ||x — y||2 + 2 ||x — y'||2 = ||y — y'||2 + ||2x — y — y'||2 = lly — y'W2 + 4 ||x — (2y + 1 y')||2 > lly — y'W2 + 452 din care rezulta y = yz Figura 4 6: Distanta de la x la subspatiul W 134 Complemente de Matematica 4 5 23 Orice subspațiu W C V este o submulțime convexă și închisă Conform teoremei, pentru x E W exista y E W unic astfel încat (a se vedea Figura 4 6) ă(x,W) = ||x - y|| Aratam în plus despre vectorul z = x—y ca z ± W Oricare ar fi u E W si A E C avem ||x—y — Au|| > ||x—y||, adică (x—y — Au,x—y — Au) > (x—y,x—y) Rezulta inegalitatea —A(u, z) — A{z, u) + |A|2(u, u) > 0 care pentru A = {u, z)/{u, u) conduce la relatia \M\* > (u, u) ~ posibila doar daca (u, z) = 0 4 6 Adjunctul unui operator 4 6 1 Teoremă Fie V un spațiu Hilbert și A: V —> V este un operator liniar Exista un operator liniar A*: V —> V unic determinat astfel încât {A*x,y) = {x,Ay), Vx,y E V (4 4) Demonstrative Fie {v1,v2, ,vn} o baza ortonormata Pentru x E V fixat, aplicatia F : V —> C, ^(y) = (x, Ay) este forma liniara Știm ca exista n n n a = ÎS A'j) vj = ÎS (x, Avj> vj = 12(Avj,x^v3 j=i j=i j=i astfel încat ^(y) = (a,y), Vy E V Punând A*x = a, obtinem operatorul liniar n A*: V —^ V, A*x ^2 (Avj ,x)vj j=i care verificăa relaȘtia / n (A*x,y) = ( £ {Avj ,x) vj,y \j=1 n x, j=1 {vj ,y)Avj) = {x,Ay), Vx,y E V Spații Hilbert finit-dimensionale 135 Presupunând că B : V —> V este un alt operator care verifică (4 4) obtinem relația {A*x,y) = (Bx,y), Vx,y G V din care rezulta A* = B 4 6 2 Definiție Fie V un spatiu Hilbert si A: V —> V este un operator liniar Operatorul liniar A*: V —> V unic determinat care verifica relatia {A*x,y) = țx,Ay), Vx,y G V se numeste adjunctul operatorului A 4 6 3 In locul notatiei A* se preferă uneori notafia A+ 4 6 4 Propoziție Fie V un spațiu Hilbert Daca A,B : V —> V sunt operatori liniari si A G C atunci A + B : V V, I AA : V —> V, I AB : V —> V, I sunt operatori liniari si (A*)* = A, (AA)* = A A*, (A + B )x = Ax + Bx (AA)x = A Ax (AB )x = A(Bx) (A+B )* = A* +B *, (AB)* = B* A* Demonstratie Avem (A + B)(ax + ^y) = A(ax + ^y) + B(ax + ^y) = aAx + ^Ay + aBx + ^By = a(A + B )x + ^(A + B)y (AA) (ax + ^y) = A A(ax + ^y) = AaAx + A^Ay = a(AA)x + ^(AA)y (AB) (ax + ^y) = A(B (ax + ^y)) = A(aBx + ^By) = aA(Bx) + ^A(By) = a(AB )x + ^(AB )y Relatia (A*)* = A rezulta din ((A*)*x,y) = (x, A*y) = (Ax,y), Vx,y G V Avem ((A + B)*x, y) = (x, (A + B)y) = (x, Ay) + (x, By) = (A*x, y) + (B *x, y) = ((A* + B*)x, y) adicăa pentru orice x G V ((A + B)*x,y) = ((A* + B*)x,y), Vy G V ceea ce conduce la (A + B)* = A* + B* Similar, pentru orice x G V avem 136 Complemente de Matematica ((AA)*x, y) = (x, (AA)y) = (x, A Ay) = A (x, Ay) = A(A*x, y) = A A*x, y) = ((AA*)x, y), Vy G V și acestă relație conduce la ( AA)*x = ( AA*)x, Vx G V adică (A A)* = AA* Oricare ar fi x G V avem relația ((AB)*x,y) = (x, (AB)y) = (x,A(By)) = (A*x,By) = (B*(A*x), y) = ((B*A*)x, yj Vy G V care conduce la (AB)* = B* A* 4 6 5 Propoziție Matricea adjunctului A* al unui operator liniar A: V —> V în raport cu o baza ortonormata este adjuncta matricei operatorului A în raport cu aceeași baza Demonstrație Fie l aii a1n A= \ an1 ann V cu proprietatea (Ax,Ay) = (x,y), ^x,y G V 4 7 2 Transformarile unitare pastreaza nemodificată norma unui vector ||Ax|| = y(Ax, Ax) X{x, x) = ||x||, Vx G V 4 7 3 Propoziție Fie V un spațiu Hilbert si A,B: V —> V aplicații liniare Dacă sunt transformări unitare atunci AB este transformare unitară Orice transformare unitara A este bijectiva și A-1 este transformare unitară Demonstrare Daca A si B sunt transformari unitare atunci ((AB)x, (AB)y) = (A(Bx), A(By)) = (Bx,By) = (x,y), Vx,y G V Daca A este transformare unitara atunci ker A = {0} Ax = 0 =^ ||x|| = ||Ax|| =0 =^ x = 0 Conform teoremei rangului rezulta ca dim Im A = dim V — dim Ker A = dim V ceea ce arată ca A este surjectiva Transformarea A-1 este unitara (x,y) = (A(A-1x),A(A-1 y)) = (A-1x,A-1y) 4 7 4 Deoarece transformarea identicăa I : V —> V : x ■ > x este o transformare unitara si compunerea aplicațiilor este o operatie asociativa (A(BC))x = A((BC)x) = A(B(Cx)) = (AB)(Cx) = ((AB)C)x, Vx G V din propozitia anterioarăa rezultăa caă pe multimea transformaărilor unitare { A : V —> V | (Ax, Ay) = (x, y), Vx, y G V } exista o structura naturala de grup (numit grupul transformărilor unitare ale lui V) 138 Complemente de Matematica 4 7 5 Propoziție Fie V un spațiu Hilbert și A: V —> V aplicație liniara Următoarele afirmații sunt echivalente: a) A este transformare unitara b) A* A = I c) transformarea A este bijectiva si A-1 = A* Demonstrare Dacă A este transformare unitară, adică (Ax,Ay) = (x,y), Vx,y E V atunci (A*Ax,y) = (x,y), Vx,y E V relație care conduce la A*A = I Dacă A*A = I atunci A*AA-1 = A-1, adica A* = A-1 Dacă A este bijectivă si A-1 = A* atunci (Ax,Ay) = (A*Ax,y) = (A-1Ax,y) = fx,y), Vx,y E V 4 7 6 Propoziție O aplicatie liniara A : V —> V este transformare unitara daca si numai daca matricea ei în raport cu o baza ortonormata este o matrice unitara Demonstratie Daca {v1,v2, ,vn} este bază ortonormata si Avi = Ej=1 ajiVj atunci (Avi, AVj } — (E k=1 akivk, 5Z m=1 amj vm) Ek=1 Em=1 akiamj (vk,vm) Ek=1 akiakj = 52k=1 ajkaki- Dacaă A este transformare unitarăa atunci n aki = (Avi ,Avj) = (vi,vj) = ăj k=1 relatie echivalentă cu A* A = I Invers, dacă A* A = I atunci (Ax,Ay) = (A (m=1 xiVi) ,A yj = E?=1 j xy {AVi,Av3) = En=1 E"=1 xyj hj = En=1 xiyi = (x, y)- 4 7 7 Teoremă Daca A : V —> V este transformare unitara atunci: a) orice valoare proprie X este astfel încât |A| = 1 b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali Spații Hilbert finit-dimensionale 139 Demonstrație a) Fie A o valoare proprie a lui A și u = 0 un vector propriu corespunzător, adică Au = Au Din relatia {Au, Au) = {u,u) rezultă |A| = 1 b) Fie Ai = A2 două valori proprii distincte si u1, u2 vectori proprii corespunzători, adica Au1 = A1 u1 si Au2 = A2u2 Din relația {Au1,Au2) = {u1,u2) rezulta {u1,u2) =0 4 7 8 Teoremă Daca A: V —> V este o transformare unitara atunci exista o baza a lui V în raport cu care matricea lui A este o matrice diagonala Demonstrafie Utilizam metoda inductiei matematice Afirmatia este, evident, adevarată în cazul dim V = 1 Presupunand că afirmatia este adevarata în cazul spațiilor de dimensiune n — 1 aratam ca ea este adevarata si pentru spatiile de dimensiune n Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si A : V —> V o transformare unitara Fie A1 G C o valoare proprie si u = 0 un vector propriu corespunzator, adică Au = A1 u Vectorul unitar v1 = este si el vector propriu corespunzator valorii proprii A1 Subspatiul vectorilor ortogonali pe v1 W = {v1 }± = { x G V | (v1,x) =0 } este un subspatiu invariant x G W {v1,Ax) = A1(A1v1 ,Ax) = A1(Av1 ,Ax) = A1 (v1,x) = 0 Ax G W de dimensiune n—1 si span{v1} ® W = V Relatia {Ax,Ay) = {x,y) fiind verificata oricare ar fi x,y G V rezulta ca restrictia lui A la W A|w : W —> W verifică relatia (A|Wx, AWy) = (x,y) oricare ar fi x,y G W, adica este transformare unitară Conform ipotezei de inductie exista o bază ortonormata {v2,v3, ,vn} a lui W în raport cu care matricea lui A|W este diagonala / A2 0 ■■■ 0 \ 0 A3 ••• 0 0 0 ■■■ An / este o baza ortonormată a lui V în raport cu A\w = Sistemul de vectori {v1,v2,v3, ,vn} care matricea lui A este A1 0 0 0 \ 0 A2 0 0 A = 0 0 A3 0 0 0 0 ' ' ' An / 140 Complemente de Matematica 4 7 9 Exita un analog real pentru noțiunea de transformare unitară, dar nu toate rezultatele din cazul complex au un analog 4 7 10 Definiție Fie V un spațiu Hilbert real Prin transformare ortogonala a lui V se înțelege o aplicație liniară A: V —> V cu proprietatea (Ax,Ay) = (x,y), ^x,y G V 4 7 11 Transformarile ortogonale pastreaza nemodificată norma unui vector si pe multimea transformarilor ortogonale { A : V —> V | (Ax, Ay) = (x, y), Vx, y G V } exista o structură naturala de grup (grupul transformărilor ortogonale) 4 7 12 Propoziție O aplicație liniara A : V —> V este transformare ortogonala dacă si numai dacă matricea ei în raport cu o bază ortonormata este o matrice ortogonală 4 7 13 Teoremă Dacă A : V —> V este transformare ortogonală atunci: a) singurele valori proprii posibile ale lui A sunt 1 si — 1 b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali 4 7 14 Exercițiu Identificand planul cu spatiul Hilbert real R2, sa se arate ca rotatia de unghi t în jurul originii este o trensformare ortogonala care, în general, nu are vectori si valori proprii Spații Hilbert finit-dimensionale 141 Rezolvare Pentru rotația Rt de unghi t punând Rt(x,y) = (xl,y1') și notând r = Vx2 + y2 deducem (a se vedea Figura 4 7) X = r cos(a +1) = r cos a cos t — r sin a sin t = x cos t — y sin t y1 = r sin(a +1) = r cos a sin t + r sin a cos t = x sin t + y cos t adica Rt(x,y) = (x cos t — y sin t, x sin t + y cos t) Matricea rotatiei în raport cu baza canonica este cos t — sin t sin t cos t Radacinile ecuatiei caracteristice cos t — A — sin t sin t cos t — A sunt Ai>2 = cos t ±Vcos21 — 1 si ele sunt reale daca si numai dacă cos t G{ —1,1}, adica daca si numai daca t GZn 4 7 15 In cazul unei transformari ortogonale A: V —> V, în general, nu exista o baza a lui V în raport cu care matricea lui A sa fie o matrice diagonala 142 Complemente de Matematica 4 8 Transformarea Fourier finită 4 8 1 Teoremă Fie dE{2,3, } Transformarea Fourier finita F:Cd —hCd:(xo,xi, ,xd i)h(yo,yi, ,yd i), -n kn d knxn este unitară si inversa ei este F 1:Cd —HCd :(yo,yi, -,yd i) H(xo,xi, ,xd i), d 1 kn d yk ■ k=0 Demonstrație Matricea în raport cu baza canonică 1 F = —f= d / 1 e 1 1 1 1 Xn = —j= d 1 1 • ■■ 1 2ni ed 2ni q e d 2 • ■■ e (d i) 2ni q e d 2 -ni 4 e d 4 • e 2-n 2(d i) 2-n (d 1) e-^ 2(d 1) • ■■ e 2-n (d i)- \ \ / este o matrice unitara deoarece d 1 i d 1 1 \ 2ni kn 2nimn 1 \ 2ni (k rm)n c -5 e d kne d mn = -)e d (k m)n = 6km = dd n=o n=o 1 0 daca k = m (modulo d) daca k = m (modulo d) 4 8 2 In cazul unui spatiu Hilbert d-dimensional este convenabil uneori sa indexam coordonatele folosind inelul Zd al claselor de resturi modulo d Deoarece 2ZÎ kn (k+id\n 2ZÎ k(n + jd) e d kn = e d (k + Jd)n = e d k(n+jd) oricare ar fi j E Z, au sens relațiile 1 2ni kn 1 2ni kn yk = X e d k xn, xn = —= X e d yk V d neid *d keZd 4 8 3 Orice spatiu Hilbert d-dimensional V poate fi identificat cu Cd alegand o baza ortonormata {|vn)}neZd• Spatiul V poate fi astfel identificat cu spațiul funcțiilor de forma : Zd —H C Transformările Fourier directa si inversa se pot scrie F = ^ V e2rknlvkfivn|, F 1 = ^ V e 2nikn|vk7u„| = F* nn V d k,nezd V d k,nezd 4 8 4 Deoarece F4 = I valorile proprii ale lui F apartin multimii {1, -1, i, —i} Spații Hilbert finit-dimensionale 143 4 8 5* p F[p], unde Se știe (a se vedea pag 194-17) că pentru transformarea Fourier continua Zcc e‘?xp(x) dx -c funcția fk : R —> R- x2 fk (x) = Hk (x)e 2 definita cu ajutorul polinomului Hermite Hk, este functie proprie 1 r c 2 *2 ’ ei?xHk(x)e—=ikHk«)e—- 2n J—c 4 8 6* Folosind functia periodica Fk : R —R, Fk (x) = E Hk( Fd (ad+x)) a= — C ' V ' / t \ 2 —1 ( Vd (ad+x) ) e 2 v ' cu perioada d definim funcția —> R : n Zd / t\ 2 /X 00 ( \ — 1( (ad+n) ) Fk(n)= E hJ Fn (ad+n)} e 2V d( d a=—c ' v ' adica, Zd -+ R : n Fk(n) = E Hk(Ff (ad+n)} e— n(ad+n)2 a= — c W ' unde Zd = {0,1,d—1} este mulțimea întregilor modulo d 4 8 7* Teoremă Pentru orice k G{0,1, 2, }, funcția Zd -^ R : n Fk(n) = E H JF (ad+n)} e— d(ad+n)2 a=—^ W ' este funcție proprie a transformării Fourier finite 1 d— 1 2 -j= y~) e ~ jnFk (n) = ik Fk (j) oricare ar fi j G Zd Vd n=0 Demonstrare Funcția periodica Fk (x) admite dezvoltarea Fourier oc Fk (x) = £ a£ eix £=—c cu coeficiențtii a£ = d fo e 22n £xFk (x) dx / / \ 2 1 rd — 2(v d (ad+x)) J | J d JO e z ^a=—c e Hk \ y d (ad + x^ dx 144 Complemente de Matematică Notând t= (ad-l-x) și utilizând formulele Hk(—x) = (—l)kHk(x) și /•(a+l)V"27rd /-oc 12 / , g(t)dt= g(t)dt a~ R cel mult d pot fi liniar independente Spații Hilbert finit-dimensionale 145 4 8 9* Funcția lui Jacobi 03 definită prin relația 03(^,r) = £ ei^«2e2™^ 3m(r)>0 este importantă pentru fizica teoretică datorită proprietăților ei, dintre care menționăm 03(z + m + nr,T')= e”^™2 e~2™z 03(z, r) Figura 4 8: The functions gi/3, gi și g3 in cazul d = 31 12 12 3 2 Figura 4 9: Funcțiile e~T'\ e~2x^ e~2x\ 4 8 10* Oricare ar fi kg(0,00), se poate arăta că 146 Complemente de Matematica Din această relație rezultă că funcțiile (vezi Figura 4 8) oo g (n) = £ e-' ' a=—c n i d nd care pot fi privite ca versiuni discrete ale funcțiilor (vezi Figura 4 9 ) Qk : R —> R, g«(x)=e 2x2 k G (0, to) verificaă relațtia 4 8 11 Daca alegem pentru transformata Fourier a unei funcții continue definitia 1 fC F[f ](C) = -= (x) dx v 2n J—c atunci (a se vedea pag 69-19) F [Qk ] gK : Zd > R- F [g«] = g 1 \/ K K 4 9 Operatori autoadjuncti (hermitici) 4 9 1 Definiție O matrice / aii • • • A = \ an1 ’ ’ ’ a1n \ ; I E M«xn(C) ann / este numită matrice hermitica dacă coincide cu adjuncta ei (A* = A), adică daca aij = dji, Vi,j G {1,2, ,n} Matricea A este numită matrice antihermitica dacă A* = -A 4 9 2 Definiție Fie V un spațiu Hilbert Un operator liniar A : V —> V este numit operator autoadjunct sau hermitic dacă A = A*, adica dacă {Ax,y) = (x,Ay), Vx,y G V (4 7) Spații Hilbert finit-dimensionale 147 4 9 3 Vom nota cu A(V) mulțimea operatorilor autoadjuncți definiți pe V, adică A(V) = { A g L(V) | A* = A } = { A G L(V) | (Ax, y} = (x, Ay}, Vx, y G V } 4 9 4 Propoziție a) A,B gA(V) =^ A + B G A(V) b) A G ' aA G A(V) ' a G R f v 1 c) Daca A,B G A(V) atunci : AB G A(V) - AB = BA d) Daca operatorul A G A(V) este inversabil atunci A-1 G A(V) Demonstrație Vom utiliza proprietatile adjunctului prezentate la pag 135-4 a) Avem (A + B)* = A* + B* = A + B b) Avem (aA)* = aA* = aA c) Daca AB G A(V) atunci AB = (AB)* = B*A* = BA Daca AB = BA atunci (AB)* = B* A* = BA = AB și deci AB G A(V) d) Avem (A-1x,y) = (A-1x, A(A-1y)) = (A(A-1x), A-1y) = (x,A-1y) 4 9 5 Spatiul operatorilor autoadjuncti A(V) este un spatiu vectorial real Considerat împreuna cu produsul scalar (A,B) = Tr(AB) el devine un spatiu Hilbert real 4 9 6 Propoziție Un operator liniar A : V —> V este operator autoadjunct daca si numai daca matricea lui în raport cu o baza ortonormată este o matrice hermitică Demonstrație Afirmtia rezulta din rezultatul prezentat la pag 136-5 4 9 7 Propoziție Daca A : V —> V este un operator autoadjunct atunci: a) toate valorile proprii sunt reale b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali 148 Complemente de Matematica Demonstrație a) Fie A o valoare proprie a lui A și u = 0 un vector propriu corespunzător, adică Au = Au Din relatia (Au, u) = (u, Au) rezulta A = A b) Fie Ai = A2 două valori proprii distincte si u1, u2 vectori proprii corespunzători, adica Au1 = A1 u1 si Au2 = A2u2 Din relația (Au1,u2) = (u1,Au2) rezultă (u1,u2) =0 4 9 8 Propoziție In cazul unui operator autoadjunct rădăcinile polinomului caracteristic sunt reale Demonstratie Fie A gA(V) si fie A1 o râdacină a polinomului caracteristic, adica a11 — A1 a21 a12 • a22 — A1 • ' a1n ' a2n =0 an1 an2 ' ' ann — A1 In aceste conditii sistemul de ecuatii (aii — A1)x1 + 0-12 X2 + • • • + a1nxn — 0 0-21X1 + (022 — A1)X2 + • • • + O2nXn = 0 [ an1x1 + an2x2 + ' ' ' + (ann — A1)xn = 0 admite în Cn o solutie (x1 ,x2, ,xn) = (0,0, , 0) Adunand ecuatiile sistemului înmulțite respectiv cu x1, x2, , xn obtinem relatia n n ' ajkxkxj — A1 ' xjxj j,k=1 j=1 Deoarece matricea A este hermitica , adica ajk = Akj, rezulta nn j,k=1 ajkxkxj z2j,k=1 akjxkxj a A1 ~ m=1 ixj i2 m=1 xi2 4 9 9 Teoremă Dacă A: V —> V este operator autoadjunct atunci exista o baza ortonormată în raport cu care matricea lui A este o matrice diagonală Demonstrative Utilizam metoda inducției matematice Afirmația este, evident, adevarata în cazul dim V = 1 Presupunand ca afirmația este adevarata în cazul spatiilor de dimensiune n — 1 aratam ca ea este adevarata si pentru spatiile de dimensiune n Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si fie A G A(V) Știm ca A admite cel putin o valoare proprie A1 Fie u = 0 un vector propriu corespunzator, adică Au = A1 u Vectorul unitar v1 = este si el vector propriu corespunzator valorii proprii A1 Subspatiul vectorilor ortogonali pe v1 Spații Hilbert finit-dimensionale 149 W = {v1 }± = { x G V | {v1,x} =0 } este un subspafiu invariant x G W {v1,Ax} = {Av1,x} = A1(v1,x) =0 Ax G W de dimensiune n — 1 si span{v1} ® W = V Relatia {Ax, y} = {x, Ay} fiind verificată oricare ar fi x, y G V rezulta ca restrictia lui A la W A\w : W —> W verifică relația (A\wx,y) = (x,A\Wy) oricare ar fi x,y G W, adica este un operator autoadjunct Conform ipotezei de inductie exista o baza ortonormata {v2,v3, ,vn} a lui W în raport cu care matricea lui A\w este diagonala A\w = / A2 0 ■■ ■■ 0 0 A3 • • ■■ 0 0 0 ■■ ' ' An \ / \ Sistemul de vectori {v1,v2,v3, ,vn} care matricea lui A este este o bază ortonormată a lui V în raport cu A1 0 0 ■■■ 0 \ 0 A2 0 ■■■ 0 A= 0 0 A3 • • • 0 0 0 0 ■■■ An / 4 9 10 Teoremă Doi operatori autoadjuncți A,B : V —> V comuta , adică AB = BA dacă și numai dacă există în V o bază ortonormată formată din vectori proprii comuni ai lui A și B Demonstratie Dacă {v1, v2, ,vn} este o baza ortonormata formata din vectori proprii comuni ai lui A si B Avj = aj Vj Bvj = Pj Vj atunci pentru orice x j=j=1 xjVj avem n n n (AB)x = JS xj ABvj = ÎS xj aj pj vj = 12 xj BAvj = (BA)x- j=1 j=1 j=1 150 Complemente de Matematica Presupunem că AB = BA și că B are doar două valori proprii @1 și ^2 • Subspațiile proprii corespunzatoare V1 si V2 cu proprietatea Bx = ftix oricare ar fi x E Vi Bx = /î2x oricare ar fi x E V2 sunt ortogonale si V = V1 ® V2 Deoarece x E V1 =^ B(Ax) = A(Bx) = ,01 (Ax) =^ Ax E V1 x E V2 =^ B(Ax) = A(Bx) = ^2(Ax) =^ Ax E V2 putem considera restrictiile A|V1 : V1 —> V1 si A|y2 : V2 —> V2 Aplicabile A|V1 si A|y2 fiind operatori autoadjuncti, în spatiile Hilbert V1 si V2 există bazele ortonormate {v1,v2, ,Vk} si {vk+1,vk+2, ,vn} formate din vectori proprii ai lui A Sistemul {v1,v2, vk+1,vk+2, ,vn} este baza ortonormată în V si fiecare dintre vectorii lui este atat vector propriu al lui A cat si vector propriu al lui B• Daca B are mai multe valori proprii, demonstrata este similara 4 10 Produs tensorial de spatii Hilbert 4 10 1 Fie V, W două spatii Hilbert si = {v1, v2,vn}, = {w1, w2, ,wm} baze ortonormate în V si repectiv W Aplicatia n m V C W > MnXm(C) : F = EEFijVi C Wj i=1 j=1 ( F11 • • • F1m F= \ Fn1 ' ' ' Fnm este un izomorfism de spatii vectoriale (dependent de bazele alese) care permite identificarea spatiilor V C W si Mraxm(C) 4 10 2 Spatiul Mraxm(C) este spatiu Hilbert cu produsul scalar definit prin ( F11 • • • F1m G11 Gn1 G1m Gnm n m Fij Gij i=1 j=1 \ Fn1 ' ' ' Fnm adicăa (F, =Tr(F* G) Spații Hilbert finit-dimensionale 151 4 10 3 Propoziție Aplicația (definită utilizând bazele BV și BW) (,) : (V 0 W) x (V 0 W) -+ C, (F,G) = Tr(F*G) adica /nm n m \ n m \ y? y? Fij vi0 wj, y? yy gv 0 wJi=y? yy a? gv \i=1j=1 i=1j=1 / i=1j=1 este un produs scalar care nu depinde de alegerea bazelor BV și BW • Demonstrație Orice element al spațiului V0W este o combinație liniară de elemente de forma x 0 y cu x E V si y E W Deoarece n m X 0 y = ,x)(wj,y) Vi 0 Wj i=1j=1 obtinem ca n m (x 0 y,x 0 y1) ^12 (vi,x)(wj ,y)(vi,xfi(wj ,yfi = {x,xl){y,yl) i=1j=1 adică produsului scalar a doua elemente de forma x 0 y nu depinde de bazele alese 4 10 4 Teoremă Produsul tensorial V0 W a două spatii Hilbert este spatiu Hilbert Daca BV = {v1, v2, ,vn} BW = {w1 ,w2,wm} sunt baze ortonormate în V si repectiv W atunci B = { vi 0 wj | i E {1, 2, ,n}, j E {1, 2, ,m} } este baza ortonormata în V 0 W 4 10 5 Produsul tensorial a doi operatori S: V —> V si T: W —> W este operatorul T 0 S : V 0 W -+ V 0 W definit prin relatia (T 0 S) (x 0 y) = (Tx) 0 (Sy) pentru elemente de forma x 0 y si extins prin liniaritate la celelalte elemente 4 10 6 Propoziție Dacă A,C eL(V) si B,D eL(W) atunci (A 0 B)(C 0 D) = (AC) 0 (BD) Demonstratie Egalitatea are loc pentru orice vector de forma x 0 y din V 0 W (A0 B)(C 0 D) x 0y = (A0 B) (Cx) 0 (Dy) = (ACx) 0 (BDy) = (AC) 0 (BD) x 0y 152 Complemente de Matematica 4 10 7 Propoziție Notând cu fț = vi (Tvk) elementele matricei operatorului T sj£ = wj (Swe) elementele matricei operatorului S Fke = F(vk,we) elementele matricei vectorului F ((TCS)F= ((TCS)F)(vi,wj) elementele matricei vectorului (TCS)F avem ((TCS)F)ij = tk sj Fke Demonstrație Deoarece formele liniare v1 o T și wj o S admit dezvoltările vi o T = vi(Tvk) vk = tk vk si wj o S = wj(Swe) w£ = sj w£ avem ((TCS)F)ij = ((TCS)F)(vi,wj) = F(vi o T,wj o S) = tk sj Fke (4 8) 4 10 8 Se obtine o reprezentare alternativă avantajoasă transformănd matricile asociate elementelor lui V C W în vectori coloana cu nm elemente obtinuti prin asezarea una sub alta a coloanelor In cazul n = 2 si m = 3 F11 f 12 F13 F 21 f22 f 23 F11 F21 F12 F22 F13 F23 Corespunzator, unui operator TCS i se asociaza matricea TcS = /s1T ■■■ smT \ sfT ■■■ sZT unde blocul matricial siT se obține înmulțind cu si matricea T a lui T Se obtine astfel posibilitatea de a scrie relatia (4 8) folosind înmultirea unei matrice cu un vector coloana In cazul n = 2 si m = 3 relatia (4 8) devine Spații Hilbert finit-dimensionale 153 / ((T0S)F)n \ ((T 0 S)F )21 ((T 0 S)F )12 ((T 0 S)F )22 ((T 0 S)F )13 \ ((T0S)F)23 / ( «1*1 «1*2 «1*1 «1*2 «1*2 «1*2 s1t1 s2l1 s1t2 s2l1 «2^2 «2t2 «1t1 «3l1 «1t2 «3l1 «3*2 «3*2 / F11 \ F 21 «2*1 «1*2 «2t1 «2t2 «3t1 «3*2 F12 «1*1 «1*2 «2^1 «2t2 «3*1 «3*2 F 22 «1*1 «1t2 «2t1 «2t2 «3*1 «3*2 F13 F23 \ «1*1 5^2 «2^1 «2t2 «3*1 «3*2 > Dacă T este operatorul identitate Ix = x atunci / I0S = \ «11 0 «12 0 «13 0 \ 0 «11 0 «12 0 «13 «2 «1 0 «2 «2 0 «2 «3 0 0 «2 «1 0 «2 «2 0 «2 «3 «3 «1 0 «3 «2 0 «3 «3 0 0 «3 «1 0 «3 «2 0 «3 «3 / iar daca S este operatorul identitate Ix = x atunci / T0I = \ *11 *12 0 0 0 0 \ *21 *22 0 0 0 0 0 0 *11 *12 0 0 0 0 *21 *22 0 0 0 0 0 0 *11 *12 0 0 0 0 *21 *22 / 154 Complemente de Matematica 4 11 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 4 11 1 In cazul une particule cuantice care se poate misca de-a lungul unei axe, pozitiile posibile ale particulei sunt descrise utilizand R ca model matematic iar starile cuantice posibile de funcții 0: R —> C de patrat integrabil |0(x)|2 dx C i se asociază transformata Fourier F : R —> C definita prin relatia F (p) = —= / e-ipx/R 0(x) dx y/2nh J- ) d—x 4 11 3 In versiunea simplificata prezentată, este convenabil ca pentru mulțimea pozițiilor posibile sa se utilizeze inelul Zd = Z/dZ al întregilor modulo d ca model matematic Alegand {-s, -s+1, , s-1, s} ca o multime de reprezentanți ‘standard’ pentru elementele lui Zd, stările sistemului cuantic considerat sunt descrise de fiinciji 0 : {-s, -s + 1, , s-1, s} —> C Spatiul H al acestor functii considerat împreuna cu produsul scalar s H, Q = 52 n |n) n=-s k=-s unde :Zd —>C: n ^(n) și yî:Zd —>C: k fi(k) verificând relatiile 1 S 1 s U(n) — (n|r) Y' eknrâ(k), Wk)- (fc|r) Y' e-kn^(n) T \ / \ | T / / 7 T \ / / T \ / \ I T / / 7 T \ / v d k=-s v d n=-s sunt functiile de unda corespunzatoare în reprezentarea pozitiilor și a impulsurilor 4 11 6* Operatorii de translase A,B: H—>H s s A -p/în/dP v- e-—k\/a/ B iv- e—f|^, | A — e — / v e d \ k/\k \ , B — e V — / v e d \£/\^\ k=-s H=-s verifica relatiile A\£) - \£+1), A\k) — e-k\k), Ad - Bd - I, p|z>\ „2F I/•> i 1 \ 4a 08 ,-2? aB nB Aa B\c) —e d \c), B\k) — \k + 1;, A B — e d ' BA • Operatorii de translatie generalizati D(a, Ș) — e"daB AaB8 unde (a, fi) G Zd x Zd definesc o reprezentare proiectiva a grupului Weyl finit 4 11 7* Vectorii { \a, fi')}sa^=-s, unde \ a, fi) — D(a,Ș) ÎP17- = satisfac rezolutia identitatii 1 d - nr aB s e V e Bj g1(j - a) \ j \ \gi\ | g1u ,m a,B—— \ a, fifia, fi\ — !• s s Frame-ul { \ a, fifi}a b=-s poate fi privit ca un sistem finit de stări coerente indexate utilizand mufipmea Zd x Zd, direct legată de spațiul finit al fazelor Sd xSd 4 11 8* Metoda de cuantificare bazata pe utilizarea frame-ului {\ a, ,0)^8=-s Urmând analogia cu definițiile operatorilor Q si P I — ifi \ nfin\ Q — n\ nfin\ n=-s n=-s Spații Hilbert finit-dimensionale 157 s i = E \k){k\ k=-s asociem un operator Av 1 s I = d '' a,/3=-s oricărei funcții y P = /¥ t k \k}{k\ k=-s 1 S Av = d 12 P(a,$)\a,$Xa,$\ d a,/3=-s p: {—s, —s + 1, , s} x {—s, —s + 1, , s} —y C 4 11 9* Operatorul corespunzator functiei p: {—s, —s + 1, ,s}x {—s, —s + 1,s} —y R, p(a, $) = a este Aq : H —y H, 1 s Aq = d ^2 a\®’fi Xa,$ \ a,fi=-s și are aceleași stari proprii ca operatorul Q 1 s Aq \n) = Xn\n) unde Ara = -—H2 12 a g2(a + n) \ \g1 \ \ a=-s 4 11 10* Operatorul corespunzator functiei p: {—s, —s + 1, , s} x {—s, —s + 1, ,s}—yR, p(a,$) = $ este Ap : H —y H, 1 s Ap = d Y $ \a,$Xa,$\ a,fi=-s Si are aceleași stări proprii ca operatorul P Ap \k) = Ak\k) 4 11 11* Operatorul corespunzător functiei p: {—s, —s + 1,s} x {—s, —s + 1,s} —yR, p(a, $) = |(a2 + $2) este s 1 A 1 (p2+q2) : H yH, A2(p2+q2) = d 12 2(a2 + $2) \a’$fia’$\- a,/3= 2 s 158 Complemente de Matematica 10 -5 -10 1 (A2 +A2) A |(P2+î2) 5 0 Q Figura 4 10: Spectrele operatorilor în cazul d = 21 4 11 12* Operatorii Aq și Ap pot fi utilizați ca variante alternative pentru operatorii poziție și impuls Operatorul A1 (p2+q2) poate fi privit ca fiind hamiltonianul unui oscilator cuantic finit In cazul lui, tendinta de a avea nivele echidistante este chiar mai evidentă decât în cazul hamiltonianului 1 (P2 + Q2) 4 11 13* In cazul d —> w, obiectele matematice prezentate mai sus corespund într-un anumit sens celor din cazul continuu O lista extinsa referitoare la acesta corespondență este prezentata în tabelul de la pagina 162 4 11 14 Valorea medie a unei mărimi A într-o stare normata se poate exprima cu ajutorul proiectorului ortogonal corespunzator p = \f)^\ sub forma (A)^ = Tr(Alâ0) deoarece alegand o bază ortonormata {|n}} avem = E n,k = E {n\A\k){kWW\n) n,k = E A^^P^ |n) = Tr(Ap0) n,k Spații Hilbert finit-dimensionale 159 4 11 15 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, în locul funcției de undă normate se poate utiliza operatorul proiecție ortogonala P, = asociat care este hermitic P ^1,^2) = ) = (^1,p0 P2) semi-pozitiv definit = IC0MI2 > o țsi are urma egalăa cu 1 Tr p, = |n = ^(n\f){^\n) = \(n|^\2 = 1- n n n 4 11 16 Definiție Operatorii q hermitici, semi-pozitiv definiți cu urma egala cu 1 î+ = q, q > 0, Tr î = 1 se numesc operatori densitate 4 11 17 Operatorii densitate descriu stări generalizate ale sistemului cuantic Operatorii densitate de forma P, = \^)(^\ descriu stari pure iar ceilalti operatori densitate descriu stari mixte Valoarea medie a observabilei Â în starea descrisa de operatorul densitate q este (A) = Tr(AQ) 4 11 18 Prin qubit se intelege un sistem cuantic cu spatiu Hilbert bidimensional In acest caz spatiul operatorilor hermitici, care este un spatiu Hilbert real cu produsul scalar (â,B ) = Tr(AB) are dimensiune 4 Dacă {\0), \1)} este baza ortonormata în spatiul Hilbert al stăarilor atunci operatorii Pauli 160 Complemente de Matematica I = |0> 0 =-s e2Pn'n|n7)(n| F[p') = ff dx' dx eix'xp(x) \x'} FP Zs )|n') F[^(x7) = f dx elx'xp(x) F [p](n' ) = — Zsn=-S e n'np(n) \pj = F\p) = -= f dx elpx|x) |M — FIM L Vs e2T1 kn|n\ \k/ = F \k/ = ^d ^n=-s e d \n/ (x\p) = eipx |P) = f dpp(p) \p) \P = ESn=-s P(k) \k) pj(p') = {p\p') = J dx e-ipx p(x) P(k') = {k\P) = — Esn=-S e-knP(n) p = f dpp \p} = Daz r& \a,fi) = D(a,fi) n k dz |zXz| =1 162 1 Ea,ș=-s \a,fi)M\ = I Capitolul 5 Elemente de teoria distribuțiilor 5 1 Distributii 5 1 1 Utilizarea modelelor matematice permite o explorare profundă a realității, dar, în general, nu se poate face fără a recurge la anumite idealizări In modelele utilizate în fizica, un rol fundamental revine unor noțiuni cum ar fi cele de punct material Si de sarcina punctiforma Desi aceste idealizari conduc la simplificari remarcabile, folosirea lor nu este lipsită de dificultați O noțiune cum ar fi densitatea de masă, descrisa uzual cu ajutorul unei funcții, nu poate fi extinsa la cazul unui punct material fară a utiliza în locul funcției ceva mai general Versiunea mai generala a notiunii de funcție prezentata pe parcursul acestui capitol (numita distribuție) permite o descriere adecvataă a distribuțtiilor de masăa țsi sarcinaă In plus, ea permite extinderi ale notiunilor de derivata si transformata Fourier utile în diverse modele 5 1 2 Daca masa unitate este distribuita uniform de-a lungul segmentului [—e, e] atunci densitatea de masaă poate fi descrisăa cu ajutorul funcțtiei Qe : R —> R, q£ (x) = (extinsa arbitrar în —e si e) si avem re Q£(x) dx = J —£ Punctul material de masa 1 localizat în x = 0 corespunde cazului limita e 0, dar dacă |x| e 2e — dx = 1 2e 163 164 Complemente de Matematica, partea I ( dacă S(x) = lim Mx) = C că este indefinit derivabilă si scriem p E C^(R) daca admite derivate de orice ordin Prin suportul functiei p se întelege închiderea multimii pe care ea nu se anuleaza, adica supp p = { x | p(x) = 0 } O multime K c R este multime compactă daca este închisa si marginita In particular, p : R —> C este o functie cu suport compact daca supp p este marginit, adica exista r > 0 astfel încât supp p C [—r, r] Vom utiliza notația pn VK> p pentru a indica faptul ca sirul de funcții (pn)n>o converge uniform pe multimea compacta K la funcția p Avem Pn ( ■ P R, unde £2 ~2 2 e x2 —£2 0 dacă |x| e w£(x) = 1 cu c£ = 2 - Jl£ ex2—dx aparține spațiului D(R) și w£(x) dx = 1 Figura 5 2: Graficul funcției Xa,b,e• 5 1 6 Exercițiu Daca a 0 atunci funcția c b+2£ Xa,b,£ : R -> , Xa,b,£(x) — c (x-1) dt J a-2£ aparține spațiului D(R) si esțe asțfel încaț Xa,b,£(x) — j 1 daca x E (a—e, b+e) 0 daca x E (a — 3e, b+3E) 5 1 7 Daca g : R —> C esțe o funcție indefiniț derivabilă ațunci funcția 166 Complemente de Matematica, partea I V : R —> C, v(x) = Xa,b,e(x) g(x) aparține spațiului D(R) și este astfel încât f g(x) daca x G (a-e, b+e) V [ 0 dacă x G (a — 3e, b+3e) In particular, functia v : R —> C, v(x) = Xa,b,e(x) sinx aparține spațiului D(R) si ( sin x daca x G (a—e, b+e) V |0 daca x G (a—3e, b+3e) 5 1 8 Definiție Spunem ca sirul (vn)n>0 din D(R) converge la vGD(R) si scriem lim vn = v sau vn —> v n^^ daca există r > 0 astfel încat suppvn Q [—r,r], oricare ar fi n = 0,1,2, si în plus v/' — U ? V(k), oricare ar fi k = 0,1,2, > n i TT\r 5 1 9 Definiție Fie V un spatiu vectorial real (complex) Functiile de forma f : V —> R (respectiv, f : V —> C) sunt numite funcționale 5 1 10 Definiție Despre o funcționala f: D(R) —> C spunem ca este continua daca Vn > V =^ f (Vn) > f (v)- 5 1 11 Deoarece Vn V Vn — V 0 si f (Vn) f (v) f (Vn — v) 0 o functională liniara f: D(R) —>C este continua dacă si numai daca Vn > 0 =^ f (Vn) > 0- 5 1 12 Definiție Functionalele liniare si continue f : D(R) —> C sunt numite distribuții In cazul unei distributii f, în loc de f (v) se scrie (f, v) Elemente de teoria distribuțiilor 167 5 1 13 Propoziție Spațiul tuturor distribuțiilor D'(R) = { f : D(R) —> C | f este liniara și continua } considerat împreună cu operatiile de adunare si înmultire cu scalari uzuale f+g, p) = f p) + {g, p), p) = A(f, p) este un spatiu vectorial complex 5 1 14 Pentru ca aplicatia f : D(R) —> C sa fie o distribuție trebuie ca: p, G D(R) a fi G C f, ap + = af, p) + fî{f, oricare ar fi 5 1 15 5 1 16 Si f (pn) > 0 Definiție Spunem despre o funcție f : R —> C că este local integrabilă dacă / |f (x)| dx C | f este local integrabilă } Orice functie continua f : R Funcția —> C este local integrabilă pn > 0 f (x) = J x f : R —> R, daca 0 daca x = 0 x = 0 nu este local integrabilăa deoarece y |f (x)| dx = w 5 1 17 Propoziție Dacă f : R —> C este local integrabila atunci functionala Z f (x) p(x) dx Tf : D(R) —> C, este distribuție Demonstrație Integrala din definitia lui Tf este convergenta deoarece p are suport compact, adica exista R>0 astfel încat suppp C [—R, R] si prin urmare Zoc /• R f (x) p(x) dx = / f (x) p(x) dx J—R 168 Complemente de Matematica, partea I Aplicația Tf este liniară {Tf + fifi} = a{Tf ,(p} + Ș (Tf Daca —> 0 în D(R) atunci exista r> 0 astfel încat oricare ar fi n = 0,1,2, supp Pn Q [-r, r], I (k) , xl n^^ sup Ipn (x)l > 0, x€[—r,r] oricare ar fi k = 0,1,2, Si prin urmare r \(Tf ,^n }| = I f (x) Pn(x) dx r f 1/(x)| l^n(x)| dx —r 0 adica lim (Tf ,spn} = 0 5 1 18 Definiție Distributiile de forma (unde f este o functie local integrabila) f (x) p(x) dx sunt numite distribuții de tip funcție (sau distribuții regulate) Distributiile care nu sunt de tip funcție se numesc distributii singulare 5 1 19 Utilizăm notatia Tf pentru distribuia corespunzatoare functiei local integrabile f pentru a sesiza mai usor daca este vorba de o functie sau de o distribuie In mod uzual, în loc de Tf se scrie tot f, deducandu-se din context daca f este functie sau distribuia corespunzatoare 5 1 20 Nu vom face distinctie între doua functii local integrabile care difera doar pe o multime de măsură nulă Multimea Lzxoc(R) a functiilor local integrabile poate fi privita ca o submultime a spatiului distributiilor D'(R) identificand fiecare functie local integrabila f cu distribuia Tf corespunzătoare 5 1 21 Propoziție Oricare ar fi a ER, funcționala ba : D(R) —> C, (ăa, = p(a) este distributie (se numeste distribuia Dirac cu suportul în a) Demonstratie Aplicatia da este liniară Elemente de teoria distribuțiilor 169 Figura 5 3: Funcțiile local integrabile sunt distribuții {5a, a; + = a^(a) + fii(a) = a{6a, tp) + Ș{6a, fi) Daca pn —> 0 în D(R) atunci exista r> 0 astfel încat supppn C [—r, r], oricare ar fi n = 0,1,2, I (k) r \\ sup l^n (x)I > 0, oricare ar fi k = 0,1, 2, x€[—r,r] si prin urmare \{5a,Pn}| = |^n(a)| 0 5 1 22 Se poate arata ca distribuia Dirac 5a este o distribuie singulara In cazul în care a = 0 în loc de 60 se scrie simplu 6, adica avem 5 : D(R) —> C, {5,p) = ^(0) 5 1 23 Dacă functia f:R —>R este derivabilă si daca f este local integrabila atunci (Tf/, C este distribuție atunci funcționala f' : D(R) —> C, (f/, = —{f,^h) este de asemenea distribuție (numita derivata lui f) Demonstrație Functionala f' este liniara 170 Complemente de Matematica, partea I (f, ap + fifi} = -{f, ap' + fifi'} = -a(f, p’} - fi (f, fi1} = afp} + fi (ffi} Dacă pn 0 în D(R) atunci pn 0 în D(R) și prin urmare g"/' ) = - Jimf/ pt > = O 5 1 25 Dacă funcția f : R —> R este derivabilă clasic atunci derivata distribuției Tf este distribuția regulata definita de derivata clasica f' : R —> R, adică (Tf y = Tf, Derivarea în sensul distribuțiilor prelungeste operatia de derivare clasica la cazuri în care ea nu este aplicabila 5 1 26 Orice distribuie este indefinit derivabilă Derivata de ordin k a unei distributii f este distribuia f(k) : D(R) -^ C, R, H(x) = | 1 fiind local integrabilăa definețste distribuțtia /• dacă x daca x Th : D(R) —> C, sți H(x) p(x) dx / p(x) dx Jo 0 0 Elemente de teoria distribuțiilor 171 ((th v nu exista daca x=0 x=0 dar distribuția corespunzatoare este indefinit derivabila (Th )' = 6, (Th )" = 6, (Th )"' = 6" 5 1 29 Exercițiu Fie funcția f : R —> R, Să se arate ca x2 Vx + 2 daca x 0 (Tf y = Tf, +26 Rezolvare Integrând prin parti obtinem 172 Complemente de Matematica, partea I {(Tf y, v = -{Tf, = - j-x f (x) V (x) dx = î'"x X2 V(x') dx + ffX(Vx + 2)v'(x) dx = -x2 V(x) |-X ' J""x 2xV(x) dx -^/x + 2)V(x)|x + J""° 21=V(x) dx = 2V(0) + f-x f /(x) V(x) dx = ((Tf') + 2d, V> unde f1 este derivata clasică {2x dacă x 0 2V x prelungita arbitrar în x = 0 5 1 30 Propoziție Daca funcția f : R —> C este derivabila pe (-to, a) U (a, to) și daca limitele laterale f (a-) = lim f (x), f (a+) = lim f (x) x^a x\a sunt finite atunci (Tf y = Tf, + (f (a+) - f (a-)) da Demonstratie Integrând prin parti obtinem ((Tf)', v) = -(Tf, v1} = - JX f (x) V1 (x) dx = - J-x f (x) v' (x) dx - ZT f (x) v' (x) dx = -f (x) v(x)|a x + f-x f/(x) V(x) dx -f (x) v(x)|X + Lx f/(x) v(x) dx =(f (a+)-f (a-)) v(a) + J-x f/(x) v(x) dx- 5 1 31 Daca d G Cx(R) si dacă f : R —> C este local integrabila atunci Zx d(x) f (x) v(x) dx = (Tf, dv) x 5 1 32 Propoziție (Multiplicarea unei distributii cu o functie de clasă Cx) Daca d : R —> C este o functie de clasa Cx și f : D(R) —> C Elemente de teoria distribuțiilor 173 o distribuție atunci funcționala df : D(R) —^ C, {df,V) = {f,d o este un sir din D(R) convergent la 0 atunci sirul (d 0 este un sir din D(R) convergent la 0 si prin urmare lim (df, } = lim (f, d = (O' f+OfO) 5 1 36 Definiție Spunem ca șirul de distribuții (fn)n>0 converge la distribuția f lim fn = f n—x dacă oricare ar fi vgD(R) ralim(/ra,^) = Figura 5 6: Graficele funcțiilor f-1, f2, și f3 5 1 37 Exercițiu Functiei (a se vedea Figura 5 6) z f "n daca fn : R > R, fn(x) = S v 0 dacaă |x| |x| n îi corespunde distribuia regulata Zx fn(x) v(x) -x oricare ar fi n E N* Limita sirului de functii (fn)n>1 to 0 dx = r1/n / v(x) dx J — 1/n f : R —> R, f(x) = ^lim fn(x) = R, „ , 1 sin?? a? fn{x) = - ii corespunde distribuția regulată 4£ Tfn : P(R) C, sin?? a? , , -p(x) dx x oricare ar fi n G N* Limita șirului de funcții (/n)n>i f : R —y Rj /(x) = lim fn(x) = dacă x = 0 dacă r 0 0 nu este o funcție local integrabilă, dar lim Tf =6 Rezolvare Utilizând relația (1 10) și schimbarea de variabilă t = nx obținem I i, p) = I i n i pțx) dx = i lim^oo JX O dt = i JX ^(0) dt = ^(0) = {5, p) Relația lim fn = 6 este adevărată dacă prin fn se înțelege distribuția Tfn 5 1 39 Un șir de distribuții (/n)n>o C PZ(R) este convergent dacă funcționala £>(R) —> C : h-> lim {fn, p) 176 Complemente de Matematica, partea I este distribuție Seria de distribuții $2C=0 fn este convergentă dacă D(R) —> C : oc k V E f W) = Alim E f W) este distribuție In caz de convergentă suma seriei este distribuia oc / oc \ oc efn:d(r) —>C, ( efn,v/ = ysfn,v• n=0 \n=0 / n=0 5 1 40 Propoziție Operația de derivare a distribuțiilor este liniară (af + fig)(k) = af(k) + si continuă , (k) ,k) fn f =^ fr —> f Orice serie convergentă poate fi derivată termen cu termen oo oo Efn = f =^ EfĂfc) = f(k) n=0 n=0 Demonstratie Daca f, —> f atunci , „(k) \ 7 \ k in (k)\ n^c , k I n (k)\ / n(k) \ (-1)k 0 converge uniform pe fiecare multime compacta la functia f atunci lim Tf = Tf si prin urmare oricare ar fi k = 0,1,2, ••• n^c Demonstratie Pentru orice v GD(R) exista r> 0 astfel încat supp v C [—r, r] Deoarece v este functie marginita avem fnv ~—-p^ fv si prin urmare rr fi r rr fn(x) v(x) dx = f (x) v(x) dx = (Tf rn r f r 5 1 42* Exercițiu Seriile de distributii oc E einx si n=0 sunt convergente oc \ A e^nx n=-c Rezolvare Deoarece I ^2 einxl 0 astfel încat supp m(na) 2 pm(na) \ / y ina i r 1'm I , \ / y na i r 1'm I , / y r 1'm \ f / j r m(na)| R, f (x) = ln |x| Să se arate ca aplicația f : D(R) —> C, / p e r, = lim \ In |x| t(x) dx + / In |x| p(x) dx e\0 \J , Je este distribuție si 1 (f)=p x Rezolvare Utilizand integrarea prin parți obținem {(f)1’ = -f E - lime\0 J , ln(-x) t'(x) dx + JT ln x t'(x) dx) — lim \ n ft(t) — t(—t) + 1 e r(x) dx + r(x) dx^ — (P1 ti = lime\0 ^t(t) t( t) + J , x dx + Je x dx) = \' x, El oricare ar fi t £ D(R) 5 1 48 Pentru a distinge variabila de alți parametri care apar în expresie, vom scrie uneori (f (x), t(x)) în loc de (f, t), farâ ca f (x) sa însemne valoarea lui f în punctul x sau t(x) să însemne valoarea lui t în punctul x 5 1 49 Dacă a, b £ R sunt doua constante fixate, a = 0 si daca f : R —> C este o funcțtie local integrabilăa atunci distribuțtia definităa de funcțtia g : R —> C, g(x) = f (ax+b) este f (ax+b) t(x) dx = -Z dx x-b a adicăa 180 Complemente de Matematica, partea I 5 1 50 Propoziție (Schimbarea de variabilă) Daca a,b G R sunt două constante fixate, a = 0 si dacă f : D(R) —> C este distribuție atunci funcționala f (ax+b) : D(R) —f C, f (ax+b)pp(x)) = ioî f (x),p x — b a este de asemenea distributie 5 1 51 Cazuri particulare importante: Translația : Omotetia : (f (x+b),p(x)) = (f (x),p (x-b)) (f(ax)pp(x)) = î1! f(x),p 5 1 52 Exercițiu Sa se arate ca 6(x — b) = 6b Si 6 (ax) = 6 |a| 5 1 53 Definiție Spunem despre o distribuție f gD'(R) ca este nulă pe o multime deschisă D c R daca {f,p) =0 oricare ar fi p cu supp p c D Complementara celei mai mari mulțimi deschise pe care f este nula se numeste suportul lui f si se notează cu supp f Spunem că f este distribuție cu suport compact daca supp f este multime mărginita 5 1 54 Distributia 6a este cu suport compact (punctual) deoarece supp6a = {a} 5 1 55 Notiunile si rezultatele prezentate se pot extinde la cazul bidimensional: D(R2) = { pG C^(R2) | supp p este compact } D'(R2) = { f : D(R2) —f C | f este liniara si continua } : d(r2) —fC {Tf, p} = JJr2 f (x y) p(x y)dx dy 6(a,b) : D(R2) —f C, C sunt două distribuții atunci funcționala f xg : d(r2) —>C, f xg, C două funcții astfel încât integrala Zo f (t) g(x - t) dt -O este convergenta oricare ar fi x E R Functia Zo f (t) g(x - t) dt -O se numește convolutia functiilor f si g 5 1 59 Din relatia ZO rX f (t) g(x - t) dt = f (x - u) g(u) du = (g*f )(x) -O J — O rezulta ca f * g = g *f 5 1 60 Definiție Spunem ca sirul (yn)n>o din D(R2) converge la 1 în R2 daca: a) oricare ar fi r> 0 exista nr E N astfel încat pentru n > nr avem nn(x, y)=1 daca x2 + y2 0 convergent la 1 în R2 ales atunci functionala 182 Complemente de Matematica, partea I f *g : D(R) —> C, f *g, p) = Jlm// (x) x g(y\gn(x, y) p(x+y)} este o distribuție, numita convoluția distribuțiilor f și g 5 1 62 Propoziție Oricare ar fi distributia f avem f *§b = §b*f = f (x - b) si în particular, f * § = § * f = f Demonstratie Daca p eD(R) și daca (nn)n>0 C D(R2) converge la 1 în R2 atunci lim nn(x, b) p(x + b) = p(x + b) n^o și prin urmare f *§b ,p) = lim n^o f (x) x §b(y), nn(x, y) p(x+y)} = limn^^(f (x), nn(x, b) p(x+b)) = f (x),P(x+b)> = (f (x - b),P(x))- 5 2 Distribuții temperate 5 2 1 Am definit distribuțiile ca fiind funcționale f : D(R) —> C liniare și continue Rezultate, într-o oarecare masură, similare se pot obtine alegand în locul subspatiului D(R) C C00(R) un alt subspatiu Se obtin astfel alte tipuri de distributii O alegere remarcabilă care permite extinderea transformarii Fourier, foarte utila în aplicatii, va fi prezentata pe parcursul acestei secțiuni 5 2 2 Propoziție Spafiul S(R) al funcțiilor indefinit derivabile p : R —C cu proprietatea ca oricare ar fi k,m E N exista o constanta ckm astfel încât \xk p(m) (x)| C, ț(x) = e~ax aparține spațiului S(R) 5 2 5 Definiție Spunem ca sirul (țn)n>0 din S(R) converge la funcția constanta 0 dacăa lim țn = 0 n^î sup I xk ț(m) (x) I n ' î' 0 oricare ar fi k,m G N 5 2 6 Definiție Spunem ca o funcție liniara f : S (R) —> C este continua daca lim țn =0 =^ lim f(țn) = 0 5 2 7 Definiție Prin distribu(ie temperata se înțelege o aplicație f : S (R) —> C care este liniara si continua In loc de f(ț) scriem (f,ț) 184 Complemente de Matematica, partea I 5 2 8 Propoziție Spațiul distribuțiilor temperate SZ(R) = { f : S (R) —> C | f este liniara si continua } considerat împreună cu operațiile de adunare si înmulțire cu scalari {f + 9,?) = {f, T) + (9, Tk X = X (J, (pj este un spațiu vectorial 5 2 9 Definiție Spunem că funcția f : R —> C este cu creștere lentă dacă există k E N și M E (0, oo) astfel încăt I f (x) | ttt R : x sin x și R —> R : x cos x fiind mărginite, sunt functii cu crestere lenta Functia exponentiala R —> R : x ex nu este o functie cu crestere lentaă 5 2 11 Propoziție Dacă funcția local integrabilă f:R —>C este cu crestere lentă atunci aplicația 1 J Tf : S(R) —> C, {Tf = f (x) ^>(x) dx J —ro este distribuție temperată Demonstrație Aplicatia Tf este liniară (Tf ,a 0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sup |xm ^n(x)| -> 0 oricare ar fi m E N si prin urmare Elemente de teoria distribuțiilor 185 \{Tf p)\ = |/X f (x) pn(x) dx\ m 0 Ck+1 supxGR |x pn(x)| J-— 1| x'2 dx 7 1 a n^—> O adică lim (Tf ,p„) — 0 5 2 12 Definiție Distribuțiile temperate definite de funcții local integrabile cu creștere lenta sunt numite distribuții temperate regulate sau de tip functie Celelalte distributii sunt numite distribuții temperate singulare 5 2 13 Propoziție (Distribuia Dirac) Aplicatia 5a : S(R) —> C, (5a, ip} — n(a) este o distributie temperată, oricare ar fi a ER Demonstratie Aplicatia 6a este liniară (fia, ap + fifi) — ap(a) + fifi(a) — atfia, p) + filfia, fi) Daca (pn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci n^— sup |pn(x)| -> 0 si prin urmare |(ăa,pn)l — |pn(a)| 0 x€R 5 2 14 Se poate arăta ca distribuia Dirac 6a este o distribuie singulara In cazul în care a — 0 în loc de ă0 se scrie simplu ă, adica avem ă : S(R) —> C, {ă,p) — p(0) 186 Complemente de Matematica, partea I 5 2 15 Propoziție (Derivarea distribuțiilor temperate) Daca f : S (R) —> C este o distribuție temperata atunci aplicația f' : S(R) —> C, (fpj = —{f,p') este de asemenea o distributie temperata, numita derivata lui f Demonstratie Aplicația f' este liniara 0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (pn)n>0 este un șir din S (R) convergent la 0 si prin urmare lim {f',pn) = — n^o > = 0- 5 2 16 5 2 17 5 2 18 Orice distribuie temperată este indefinit derivabila Derivata de ordin k a unei distributii f este distribuia f (k) : S(R) ■ C, (f (k),p) = (—1)kf p(fc)) Exemplu Functia Heaviside TT n n TT, x 0 daca x R, H(x) = { 11 dacă x > 0 fiind local integrabilăa si cu crestere lentaă defineste distributia temperatăa ZO /‘O H(x) p(x) dx = p(x) dx -o Jo Th : S(R) —> C, si /» oc ((thy, pp = — (H, p] = — / p(x) dx = —p(x)i° = p(0) = pp o adicaă avem (Th )' = 6 Functia Heaviside nu este derivabilă în 0 h/( ) ( 0 daca x = 0 x ( nu există daca x = 0 dar distribuia corespunzatoare este indefinit derivabila (Th )' = 6, (Th )" = 6, (Th )'" = 6" Elemente de teoria distribuțiilor 187 5 2 19 Propoziție Operația de derivare a distribuțiilor temperate este liniară (af + fig)(k) = af(k) + ^g(fc) si continuă , (k) , (k) fn f fr —> f(k) Orice serie convergentă poate fi derivată termen cu termen oo oo £fn = f f = f(k) n=0 n=0 Demonstratie Este similară celei prezentate la pag 176-40 5 2 20 Propoziție (Multiplicarea unei distribuții cu xk) Dacă k G N și f : S (R) —> C este o distributie temperată atunci aplicatia xkf : S(R) -+ C, (xkf,p) = (f,xkp) este de asemenea o distribuie temperată Demonstratie Aplicatia xk f este liniara (xkf, ap + fifi) = a(f, xkp) + fif, xkfi) = a(xk f, p) + fi(xk f, fi) Daca (pn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (xkpn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 si prin urmare lim (xkf,pn) = lim (f,xkpn) = 0 5 2 21 Se poate arata ca aplicatia df : S (R) —> C, fdf,p) = f,dp) este o distributie daca f este distribuie si daca d apartine multimii M(R) a functiilor indefinit derivabile d : R —> R cu proprietatea ca oricare ar fi k G N exista m G N si C G (0, w) încat |d(k)(x)| (u) du] df = — ^(x) J-x \J-x / K si Elemente de teoria distribuțiilor 189 Figura 5 9: Funcțiile e e1", e , e Demonstrație Oricare ar fi a G (0, oo) avem JX e-^2-iK?:r (JX eiK?’V(u) du) d (u) du^j df = p p(x)e~t2dt Dar - / p(x) e * dt = p(x) / e * dt = — p(x) K J — o© J—oo A doua relație din enunțul teoremei se poate demonstra similar 5 3 3 Definițiile transformărilor Fourier directă și inversă se bazeză pe teorema precedentă Există mai multe posibilități de a defini aceste transformări, trecerea de la o variantă la alta făcându-se foarte ușor 5 3 4 In cazul « = 1, relațiile din teoremă se pot scrie e-1^ (e^up(u) du) dț = R, ^(x) = 1 0 daca daca |x| a a Sa se arate ca FM(ț) = 2 sin S(R) sunt continue, adică Fn > F =^ F±1[Fn] >F±1[^] 5 3 15 Transformarile Fourier directă si inversa au expresii foarte asemanatoare Utilizând schimbarea de variabila f = -y obtinem , 1 rO 1 rO 1 F 1 [F](x) — — I e ltxF(f) df — — I elxyF(—y) dy — — F[F](x) [F](x) = / e F(f) / e F( y) “y = *r[F](x) adica 2nJ—o 2nJ—o , 1 F—1 [F] = F [F] unde F este aplicata F : R —> c, F(y) = F(-y) In particular, F [F [F]](p) = F 5 3 16 Polinoamele Hermite (a se vedea pag 269-6) 2 dn 2 Hn(x) = (-1)n e—x , n G {0,1, 2, } verificaă relațtiile de recurențtăa Hn+1(x) - 2xHn(x) + 2nHn—1(x) = 0, H'n(x) = 2nHn—1(x) 194 Complemente de Matematica, partea I 5 3 17* Teoremă Oricare ar fi n g{0, 1,2, }, funcția x2 fin : R —> R, fin(x) = Hn(x) e 2 este o funcție proprie a transformării Fourier x2T ,— F Hn(x)e—- (fi) = V2^ in Hn(f)e—“ Demonstrație Din relația (F[^])(k) = F[(ix)kO care se poate scrie dk F [xk V](f) = (-i)k F M(f) rezulta F Hn(x)e x2! = Hn x2! 2 1 F e 2 și prin urmare (a se vedea pag 190-7) Hn(x)e x2 = v2n Hn -i e 2 \ df? Folosind metoda inducției matematice vom arata ca / d \ ș2 ș2 n Hn ( — i ~Î7 ) e 2 = i Hn(f) e 2 \ df7 Relația are loc pentru n = 0 si presupunand ca d ș2 ș2 k Hk V i dfi) e 2 = i Hk(f)e 2 pentru orice k C absolut integrabila, adica astfel încat Z |f (x)| dx fiind continua si marginita f (x) dx C este o distribuție temperata atunci aplicația F[f]: S(R) C, {F[f],^ = f F[^]> este de asemenea o distribuie temperata ^transformata Fourier a lui f) Demonstrație A se vedea 5 4 3 Propoziție Transformarea Fourier a distributiilor F : S'(R) -^ S'(R) : f F[f], {F[f],^ = f F[^]> este bijectiva și continua Inversa ei este F—1 : S'(R) -^ S'(R) : f F—1[f], {F—1[f f 1 ; Demonstrație Avem (F[F— 1 [f]],n — {F- 1[f], F[^]> — (f, F— 1[F[f]]f> — {f,F) 196 Complemente de Matematica, partea I și = {Flf], F-1 = {f, F[F-1 [p]|p) = {f,^ oricare ar fi n G S (R) și f G SZ(R) Dacă fn —— f, adică dacă {fn, = -— fF[n]> = {F[f],m și prin urmare fn — f =^ F[fn] — F[f]- 5 4 4 Din relația (5 1) rezulta ca transformarea Fourier a distribuțiilor poate fi privita ca o prelungire a transformară Fourier a functiilor 5 4 5 Exercițiu Sa se arate ca F [d] = 1, F =2nd Rezolvare Avem ZOO r OO e10xn(x) dx = / n(x) dx = (1, = (1, F[n]> = = (-1)kf (F[^])(k)) = (-1)k f F[(ix)k= (-1)k(F[f], (ix)k= ((-ix)kF[fU) oricare ar fi G S (R) si f G SZ(R) 5 4 8 Exercițiu Sa se arate ca F 2(5a + 5 a) = cosax, F ' , F [cos ax] = n(5a + 5 a) 1 2 Rezolvare Avem ZO eiax^(x) dx = (eiax -O Transformarea Fourier fiind liniara obținem F [|(5a + 5 o)] =1(F + F ) = Din relația precedenta rezulta ca F 1[cos ax] = 2 (5a + 5 a) Dar efectuând schimbarea de variabila x — -x obținem (F[cos ax], = (cos ax, F[ ) adica F [cos ax] = 2nF 1 [cos ax] 5 4 9 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[F(x) = —= I' eitx Out|l|^FDlracDelta[ 1+x]+y/Ț7 DlracDelta 5 4 10 Exercițiu Sa se arate ca F[xfc] = 2n(-i)fc 5(fc) F = (-i 0 F [Th ] = -i P y+ n6 s Rezolvare Plecand de la relatia (Th) = 6 deducem succesiv F [(Th )'] = 1 -ix F [Th ] = 1 F [Th ] = -i P1 + C6 unde C este o constanta Ultima relatie este echivalenta cu {F [Th ],t = -i + C{6, oricare ar fi G S (R) (5 2) Deoarece 2 2 Î2 {F[Th], ■ } = (Th, F ■ ]) = (Th, - ~} = — J0°e (") F =2-n e t2 dt = n si (2 2 \ /• ~£ e-x2 r~ e~x \ / -dx + -dx =0 J- Out = DiracDelta[x] Elemente de teoria distribuțiilor 199 5 4 14* Exercițiu Să se arate că F \p - x ni Tsign- unde Tsign este distribuția regulata corespunzatoare funcției 0 0 0 1 sign : R —— R, sign(x) = 0 I 1 dacă daca daca x Rezolvare Plecând de la relatia x • PX = - deducem succesiv F [x-pX] 2n ■ —iF [ix- PX] 2ns —i = 2n S f[p X] =2ni H + C unde C este o constanta Ultima relatie este echivalenta cu (f [p1 x Deoarece = 2ni (H, + C(1, (x) = e—x2 relatia (5 3) devine 0 = 2ni / ex dx + C ex dx «/o J—c si conduce la C = —ni Dar 2ni H — ni si sign definesc aceeasi distribuie 5 4 15 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[^](x)=->= eitxp(t)dt In :=FourierTransform i—— Out =i^/nSign[x] 5 4 16 Propoziție Formula de sumare a lui Poisson oo oo — 22 ^(2nn) =12 FM(n) n=—c n=—c are loc oricare ar fi ES (R) Demonstrație Am aratat (pag 178-44) ca în D'(R) are loc egalitatea oc 1 oc U fen, = 2- E einx n=—c n=—c 200 Complemente de Matematica, partea I adică, OO OO / o 2n ^>(2nn)= / emx ^>(x) dx, oricare ar fi gD(R) n=—O n=—O — O Se poate arăta că seriile sunt convergente și că relația are loc pentru orice ES(R) 5 4 17 Alegand în formula de sumare a lui Poisson ^(x) ax2 = e 4n2 obtinem relatia O O n= —O 2 —an2 n= —O 22 n n oricare ar fi a E (0, to) e a care se mai poate scrie 2 Knn oricare ar fi k E (0, to) O 1 O e K K n=— n= —O O 5 4 18 Se poate arata ca D(R) c S(R) este un subspatiu dens în S(R) Orice distribuie cu suport compact g : D(R) —> C se poate prelungi unic pana la o distribuie g : S (r) —> C utilizand relatia (g,v} = (g,n C, fr(x) | 0'^ 5 4 20 Propoziție Dacă f : R —> C este local integrabilă cu creștere lentă si |x| r atunci a) b) c) lini, x Tfr = Tf F [Tfr ] = F [Tf ] r limr——c F[f]( — c / L2(R) = 4 f : R —> C 202 Complemente de Matematica, partea I considerat împreună cu produsul scalar (f,g) = j f (x) g(x) dx — c este un spatiu Hilbert 5 4 22 Teoremă (Plancherel) Transformarea Fourier F : L2(R) —> L2(R) în L2(R) definită prin r F[f](f) = lim y e1?x f (x) dx —r este bijectivă, bicontinuă si are loc egalitatea Parseval (F[f], F[g]) = 2n (f,g) oricare ar fi f,g G L2(R) 5 4 23 In cazul particular f=g, egalitatea Parceval devine ||F[f]||2 = 2n ||f ||2, adica y |f [f]o2 d C, {da, p} = p(a) se poate scrie pur simbolic (fara a fi vorba de o integrala) sub forma da(x) p(x) dx unde da este în acest caz funcția da : R —> IR, da(x) = > 0 x> dacă daca x = a x = a Din context se poate deduce daca da este funcțională sau functia corespunzatoare 5 5 5 Obiectul matematic [ da(x) p(x) dx d=f p(a), Vp G S(R) J — ^ se comporta, în anumite limite, asemanator cu o integrala 5 5 6 Utilizand relatia (a se vedea pag 180-51) f (x - a), p(x)) = f (x), p(x + a)) obțtinem {d(x - a),p(x)) = S'(R), x0 = x0 Utilizând notația alternativă |a) = 6a avem x|a) = a|a) 5 5 9 Urmand analogia cu convoluția funcțiilor Z f (x) g(t - x) dx relatia (a se vedea pag 182-62) 0 = 0 * 6 se poate scrie formal Z 0(x) 6(t—x) dx adica dx0(x) |x) (5 4) Rezulta că functionala 0 poate fi privita ca o suprapunere a starilor |x0 5 5 10 Plecand de la Zoc r oc f(t) g(t) dt si (f * g)(x) = / f (t) g(x —1) dt obțtinem relațtia f \g) =(f* g)(0) unde g(t) d=f g(—t) adica o exprimare a produsului scalar cu ajutorul convolutei 5 5 11 Utilizând relatia (a se vedea pag 180-51) f (cx),^(x)) d=f f(t),^C)) obțtinem (6a (—x),^(x)) = (6a(x),^(—x)) = ^(—a) = (6—a (x),^(x)) adicăa 6a = 6—a 206 Complemente de Matematica, partea I to daca a = b 0 dacăa a = b 5 5 12 Din relația (a se vedea pag 182-62) f * bb = f (x - b) rezultă ba * bb = ba+b Si prin urmare putem considera ca (a\b) = (ba * bb)(0) = ba-b(0) = b(b - a) = Am obtinut cu ajutorul convolutei o extensie a produsului scalar utilizabila Si în cazul a doua distributii Dirac Ea pastraza unele dintre caracteristicile produsului scalar, dar evident, nu este un produs scalar 5 5 13 Din relația (a se vedea pag 182-62) ba * t = t(x — a) deducem căa W) = (ba * t)(0)=t(a) si prin urmare relatia (5 4), adica Zo dx t(x) |x) -O se mai poate scrie Zo dx |x)(x|t) -O Egalitatea avand loc oricare ar fi |t), rezulta ca Zo dx |x)(x| (5 5) -O este operatorul identitate 5 5 14 Din relatia ZO yO dx = / dxx |x)(x|t) -O J — O deducem ca formal ZO dxx |x)(x| -O Elemente de teoria distribuțiilor 207 5 5 15 Din relația F [/] (p) = |p F[^](p) h scrisă sub forma F m dl' lfi & (p) = (â F [^])(p) deducem că F -1xF = -ih-^ dx 5 5 16 Pentru fiecare aGR funcția : R —^ C, (x) = —r=e1ax V2nă cu proprietatea F = ^-a, F ' verifica relația —i^— Ga = a Ga dx adica este funcție proprie a operatorului impuls p = F -1xF = — ih^ dx Utilizând notatia alternativă |â) = ^a avem p |â) = a |â) 5 5 17 Având în vedere relatia F \/2nt5 care se poate scrie formal 1 ■\/2nh e-ipx/hdx = 5(p) și relatia ZOC 1 P C / |f (x)|2 dx {f,f}> o Daca nu distingem doua functii care diferă doar pe o multime de masura nula, atunci / |f (x)|2 dx =^ f = 0 j—^ adicăa (f,f ) = 0 =^ f = 0 210 Complemente de Matematica, partea I și prin urmare aplicația (f, g) {f,g) este produs scalar Se poate arăta că L2(R) considerat împreuna cu acest produs scalar este spatiu Hilbert 5 5 24 Propoziție (Inegalitatea Cauchy-Schwarz) Oricare ar fi f,g E L2(R) avem \{f,g)\2 0 oricare ar fi A E C care se mai poate scrie {f,f) + Hg-f) + X(f,g) + \X\2(g,g) > 0 oricare ar fi X E C In cazul g = 0, alegand X = — obtinem (f,f )(g,g)>\(f,g)\2 - Se constata direct ca inegalitatea are loc si în cazul g = 0 5 5 25 Definiție Fie A un operator autoadjunct si fi E L2(R) o funclje normata \fi(x)\2 dx = 1 Numerele reale A = {fi, Afi), {A2) = {fi, A2 fi) reprezinta valorile medii ale observabilelor A si A2, iar AA = ^((A — (A))2) = ț(A2) — (A)2 este abaterea patratica medie în starea fi 5 5 26 Exemplu Din relatia x2 e 2D dx = — rezulta ca fio : R —> R, este funcție normata In acest caz {%) = {fio,x fio) t- afi 2 e — ^ 1 x2 fio(x) e fi 2na2 1 x2 x e dx = 0 — ^ Elemente de teoria distribuțiilor 211 și prin urmare /* 2 — x2 2 / x e 272 dx = a Ax = y (x2) — (x)2 = a Deoarece (a se vedea pag 203-2 și pag 207-16) 2 si F[e—ax ](p) = = F—1xF = F+ XF 1 — - e 4a h- 2X rezulta că F [^0](p) = |-^— v 2na2 —a2 -2 e /2 și {p> = (^0, F+ F' ) = (F [^0 ],x F [^0 ]) = 0 s2 {p2) = (^0, F+ x2 F^0} = (F [V>0 ],x2 F [^]> = • Se obtine Ap = yJ(p2) - (p)2 = 2- (x2) = (^0 ,x2 ^0) a —^ P r F e |72 și se constata ca în cazul starii w0 are loc relatia Ax • Ap = 2 • 5 5 27* Teoremă (Relația de incertitudine) Daca X și Y sunt operatori autoadjuncți atunci AX • AY > 1 |([X,Y])| în orice stare In particular, în cazul pozifie-impuls Ax • Ap > - • 2 Demonstratie Fie GL2(R) o functie normata si fie (X) = (^|X|^), (Y) = (^\Y\^) In cazul f = (X — (X ))^ = X^ — (X g = (Y — (Y ))^ = Y^ — (Y inegalitatea Cauch-Schwarz devine (X^ — (XX^ — (X{Y^ — {YY^ — {Y> \{X^ — (XY^ — {Y)^)\2 212 Complemente de Matematica, partea I Avand in vedere ca X și Y sunt operatori autoadjuncti, relatia se mai poate scrie ((X2) - (X)2) «Y2) - (Y)2) > |«X - (X»(Y - (Y)))|2 adică (AX)2(AY)2 > | 1 | / [ X Y 1\ |2 |\(A X ?)(Y - ’ /)z| —4 ])d +4 iA X), Y-\Y/}d > 4 ]d • si prin urmare (AX)2(AY)2 > 4|([X,Y])|2 adicăa AX • AY > 1 |([X,Y])| 5 5 28 Exercițiu Sa se arate ca ei(«x+^j5)/R — ei«ă/(2R) ei«x/R e'-^'p/K Rezolvare Din (5 7) si (5-8) rezulta i(ax+pp)/h iai:/h i^p/h — 2[iax/R, ifîp/h] eiax/h eipp/h eiaȘ/(2h) e e e e e e e (5-9) 5 5 29 Exercițiu Sa se arate ca eiax /R|b) — eiab/K |b) (a|eiaX/R |b) — eiab/K ă(a - b) (eWA(x) — ^(x+^) eipp/R |ty — |b - ^a\eibP/R |b} — b(a - b+ș) si (a|ei(aX+^p)/R|b) — eia(a+b)/(2K) ă(a-b+Ș) (5 10) Elemente de teoria distribuțiilor 213 Rezolvare Ținand seama de dezvoltarea în serie Taylor a unei functii obtinem eiaX/^^^^ — (1 i 1 ia x i 1 (ia) y2 i A qA e V + 1! n x + 2! x + "J V — i 1 ia x i 1 (ia) x2 i qA — eiax/^^A V + 1! h x + 2! x + "7 V e V {eiAV^?/;^ (x) — f 1 + Tp + T (iA) p2 + A qh(x) i e (x) = V + 1! dx + 2! dx2 + J V(x) = V(x) + ''(x) Ș + ' x Ș2 + = V(x + Ș) — V(x) + 1! Ș + 2! Ș + — V(x + Ș) Deoarece xdb = bdb si db(x) = ă(x — b), în cazul V = db = fi) relatiile anterioare devin eiaX/% = eiab/h6b (eiA5/Rjb) (x) = 6b(x+Ș) adică eiax/h | b) = eiab/K | b) eiAp/R |b') = | b—Ș) Utilizand relația (5 9) obținem (a|ei(“x+Ap)/R|b} =ei«ă/(2R) ^a|ei«x/R eift5/R|^ = eiaA/(2R) f du (a|eiaX/R|u)(u|eiAp5/R|b) = eiaA/(2R) J dueia“/R6(a—u) 6(u — b+Ș) = eia(“+b)/(2R) 6(a—b+Ș) 5 5 30 Cuantificarea Weyl Unei functii A : R2 —> C definite pe spatiul fazelor R2 care poate fi scrisăa sub forma A(x,p) = — [[ dadȘf (a,Ș)ei(ax+Ap)/R 2nă J J i se asociazaă operatorul A(x,p) = — [ [ dadȘf (a,Ș)ei(aX+Ap)/R 2nă J J (5-11) (5-12) 5 5 31 Transformarea Wigner Unui operator A i se asociază funcția Aw : R2 —> C, Aw(x,p) = 2 f due2ipu/R (x—u |A| x+u- = f dv e'pv ;x — 2 |A| x + 2^ definita pe spațiul fazelor R2 si numita funcția Wigner (5 13) 214 Complemente de Matematica, partea I 5 5 32* Teoremă Transformarea Wigner și cuantificarea Weyl sunt operații inverse una alteia Demonstrație Transformarea Wigner este inversa cuantificării Weyl: Funcția Wigner asociată operatorului (5 12) este Aw (x,p) =2 f du e2'1:u x—u |Jl(x,p5)| x+u^ = -f~ fff dadfidue21pu/R f (a, fi) (x—u |e1(ax+pp)/R| x+u^ Pentru a arata ca Aw = A este suficient sa arătăm că 2 due21pu/K(x—u le1(“x+pp)/Rl x+u) = e1(ax+l3p)/K Utilizand formula (5 10) obținem 2Jdu e21pu/K^x—u |e1(“x+pp)/R | x+u} = 2 f du e21pu/Ke1ax/K 6(fi — 2u) = e1ax/R Jdv eipv/R 6 (fi — v) =e1(«x+^p)/R Aw (x, p) = 2 (5 14) Cuantificarea Weyl este inversa transformării Wigner: Transformata Wigner a unui operator A este functia Aw : R2 —> C, unde due21puC p, —u |A| x+u) = jdv e'p' )x — | |A| x +1 Din relatia precedenta deducem ca (a se vedea pag 188-2) (x — | |A| x + 0 = ^/dpe-ipv/RAw(x,p) si prin urmare elementele de matrice ale lui A se pot scrie sub forma (a\A\b) = — I dp e-1p(b~a)/KAw 2nh J Prin cuantificarea Weyl, functiei Aw : R2 —> C i se asociaza operatorul Aw(x,p) = (—m[dxdpdadfiAw(x,p)e-1(ax+l3p)/Re1(ax+l3p)/R Calculand elementele de matrice obtinem (a se vedea relatia (5 10)) (a\ylw(x,p)\b) = (2^)2 ffff dxdpdadfiAw(x,p) e-1(ax+Pp')/h (a |e1(ax+^p)/R| b^ = (2?ni)2 ffff dx dp da dfi Aw (x,p) e-1(ax+Pp)/R e1a(a+b)/(2R) 6(a—b+fi) = 2ttr fff dx dpdfi Aw (x,p) e-1Pp/K 6 (a++b — x^ 6(a — b+fi) = ff dpdfi Aw (a+bp e-13p/h 6(a—b+fi) = 2ttr f dpAw (a+r,p} e-1p(b-a)/h = (a\Â\b) Elemente de teoria distribuțiilor 215 adică 7w (x, p) = 7 5 5 33 Dacă (^n)n=0 este o baza ortonormata în spațiul Hilbert L2(R) și dacă 7 este un operator liniar astfel încat seria oc 12 D' |71|^ra ) n=0 este convergenta, atunci utilizand relatia formala (a se vedea pag 206-5 5) dx |x)(x| obtinem o |7|^ra) = dadb &n|aXa|71|bXbk™) = Jf dadb (a|71|b) En=o(b\^nj&n|a) = ff dadb (a|71|b)(b|a) = ff dadb (a|71|b) 5(b—a) = fda (a|7|a) Putem astfel să definim formal urma unui operator 7 ca fiind A r Tr 7 = dx (x|7|x) 5 5 34* Teoremă Urma unui operator 7 se poate calcula folosind funcția Wigner Tr 7 = ^^— [[ dpdxĂw (x,p) 2nb JJ Demonstrație Deoarece F = V2nb 5 adica rdv 5(v) (5 15) V2nft J v 7 avem —1— ff dp dx 7 (x p) — —— ff dp dx f dv eip—/^ /x — — I 71 x + — \ 2n^ w (x,p) — 2n^ ux j ut e \x 2 I xli x + 2/ dx fdv 5(v) x — 2 |71| x+—0 dx (x|71|x) = Tr 7 5 5 35 Daca functia 'f : R —> C este astfel încat Z dx |f (x)|2 = 1 atunci operatorul proiecție ortogonala pe f adicăa operatorul 216 Complemente de Matematica, partea I respectiv Pp Pp 1^) = \fXf M în notațiile lui Dirac, este auto-adjunct (■Pp ^1,^2) = (pi,f)(f,P2) = (pi,Pp P2) pozitiv (^\pp|^} = (^\fXf M = \C0M\2 > o Si are urma egala cu 1 Tr /'P y dx (x\Pp\x) y dx (x\f)(f \x) = J dx \f(x)\2 = 1 5 5 36 Exercițiu Sa se arate ca daca A este un operator autoadjunct atunci valoarea medie a observabilei corespunzatoare în starea f (A)p = (f, Af} verifica relatia {A)p = Tr (APp) Rezolvare Alegand o baza ortonormata (fn)%==0 In spatiul Hilbert L2(R) obtinem (f,Af) = En,k=o(f \ fn)(fn \A \ fk )(fk \ f) = V ' ' \ A \ fk Hfk \ f){f \ fn ) = Tr (APp ) 5 5 37 5 5 38 5 5 39 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, în locul functiei de unda f se poate utiliza operatorul proiectie ortogonala Pp = \ fff \ asociat care este autoadjunct, pozitiv si are urma egală cu 1 Definiție Operatorii autoadjuncti i cu proprietatile q > 0 si Tr ^ = 1 se numesc operatori densitate Operatorii densitate descriu stari generalizate ale sistemului cuantic Operatorii densitate de forma Pp = \ fff \ descriu stari pure iar ceilalti operatori densitate descriu stari mixte Valoarea medie a observabilei A Elemente de teoria distribuțiilor 217 în starea descrisă de operatorul densitate q este = Tr(Â(?) 5 5 40 Transformata Wigner a operatorului densitate q este functia Aw : R2 —> C, Aw(x,p) = 2 J due2ipu/h (x—u |£| x+u) = f dv eipv/R (x —2 |£| x + 2) 5 5 41 Definiție Distribuția Wigner asociată operatorului densitate q este W : R2 —> C, W(x,p) = ■! f du e2ipu/h (x—u |£| x+u) = 217 fdv ('ipv (x—v l C, W(x, p) = n f du e2ipu/R^(x — u) 'f* (x + u) = 271K Jdv eipv/R(x — v) r (x+2) • 5 5 42* Teoremă Daca Aw si Bw sunt transformatele Wigner ale operatorilor A si B atunci Tr(AB) = 2^yy dpdxAw (x,p) Bw (x,p) Demonstratie Conform relației (5 14) avem {a\A\qj = 2^7 jdu e-iu(q-“)/RAw (,«) dadbdudvAw (a,u) Bw (b,v)e- 2 Hh-x)+—(x-a)+p(a-h)] și prin urmare (a se vedea pag 215-34 și relația (5 15)) Tr(AB) = 21^/1 dp dx (AB)w (x, p) = 2^ ffff da db du dv Aw (a, u) Bw (b, v) 2Î (uh va) 1 c 7 2Î —) C 7 —p(b a) Xe h (uh va) L-^f dxe *x(u ) j dpe *p( a) = 2ttr ffff dadbdudv Aw (a,u) Bw (b,v) e-~(ub-val ă(u-v) ă(b-a) = dră ff da du Aw (a,u) Bw (a,u) 5 5 43* Teoremă Valoarea medie a observabilei A în starea â se poate calcula folosind distribuția Wigner asociata (A) = JJ dxdpAw (x,p) W (x,p) Demonstrare Conform teoremei precedente Tr (Ap) = 2^ dpdxAw (x,p) Qw(x,p) = JJ dxdpAw (x,p) W(x,p) 5 5 44* Teoremă (Invarianta Galilei) Daca W(x,p) este distribuția Wigner corespunzătoare stării â = |X(x))(X(x)| atunci: a) distributia corespunzatoare starii |X(x+x0)XX(x+x0)| este W(x+x0,p) b) distributia corespunzătoare starii |elpox/K'f(x))(elpox/K'^(x')\ este W(x,p-p0) Demonstrație Notând p(x) = b(x+x0) și n(x) = eip°x/RX(x) obtinem —— f dv elp—v (x — — \ b': (x+ — \ — 1 f dv elp—/^b (t I th — — 'l b* (x+xn +—'l 2nh ' e V \x 2' V ^x+ 2' 2n^ U v e b [x + xo 2' b vx + x0+ 2' — fdv eipv/hn (t — — 1 n* (t+ — 1 = — fdv ei(p-p°^v/hb (t— — 1 b* (x+— 1 2nh ' e n 2' n \x+ 2J 2n^ U v e b vx 2' X \x + 2' 5 5 45* Teoremă Distribufia Wigner corespunzătoare unei stari q este reală Demonstrative Efectuand schmbarea de variabila v —v obtinem ca W(x,p) = 2^ f dvelp—/K {x-2 |p|x + 2} = diR jdve-lpv/h (x+2 |âx-2) = W(x,p) In cazul starii pure â == |X(x))(X(x)| functia x |X(x)|2 reprezinta densitatea de probabilitate pentru pozitie, iar Elemente de teoria distribuțiilor 219 p |F[U](p)|2 reprezintă densitatea de probabilitate pentru impuls în sensul ca JOf |U(x)|2dx este probabilitatea de a gasi particula in intervalul [a, fi] |F[U](p)|2dp este probabilitatea de a avea impulsul în intervalul [a, fi] 5 5 46* Teoremă Densitățile de probabilitate pentru poziție și impuls în starea pură £ = |U(x)XU(x)| se pot obtine din distributia Wigner Zoc p W(x,p) dp, |F[U](p)|2 = / W(x,p) dx J — ^ Demonstratie Utilizand (5 15) si relațiile de la pag 202-24 si pag 203-3 obtinem TW (x p) dp = 1 f dv ( f dp eipv/^ U (x — —U* (x +—'l j — ^ vv (x,p) up 2nh J Â V \J Ujp e 1 U \x 2/ U + 2/ = Jdv6(v)U (x — 2) U* (x+2) = |U(x)|2 TW(x p) dx — —1— f dv eip—/^ f dx U (x — — \ U* (x +— = 2nă / dv e'/:':' i dtU (t—v) U* (t) = 2nR / dv e—ipv/Rj‘ dtU (v—t) U* (t) = 2ttr / dv e—ipv/R(U * U*) (v) = ■ F[U * U*](p) = F[U>](p) -F[U>*](p) = |F[U](p)|2 5 5 47* Teoremă Modulul produsului scalar a doud sta/ri U si V se poate obtine utilizand distributiile Wigner corespunzdtoare Wp si W,-|(U,V)|2 = 2^^dxdpWp(x,p) Wv(x,p) Demonstratie Utilizand relația F = V2nă 6 care se mai poate scrie y e—ipxdx = 2nă 6(p) obținem 2n^J dxdpWp(x,p) Wv(x,p) — —— ffff dx dp du dv eip(u+v)/^U (x — U* fx + v (x — — \ v* fx + — 'l = fff dx dudv 6(u+v) U (x — U) U* (x+u) V (x — 2) V* (x+2) = ff dxduU (x — U) U* (x+2) V (x+u) V* (x—u) = JJ dydzU (y) U*(z) v (z) v* (y) = (u,v) (v,u) = K^v^2• 220 Complemente de Matematica, partea I 5 5 48 Operatorii coordonată x și impuls p verifică relația (a se vedea pag 209-5 8) adică relatia [x, p] = iă [x, p] = iăl unde I este operatorul identitate Operatorii de anihilare si creare a = ^U(x + i p), V 2h a+ = -i(â - i P) V 2n verifică relatia de comutare [a, a+] = I 5 5 49 Se poate arata ca functiile T0, T2, • •• unde 1 1 f x , (n|m) = 6nm Vn! si a\n) \/n |n — 1), a+|n) Vn+1 |n+1), a+a\n) = n|n) 5 5 51 Utilizand identitatea Baker-Campbell-Hausdorff (a se vedea pag 208-21) eA+B = e-2 [^4,1?] eA eB deducem căa operatorul D(z) = eza+ -za dependent de parametrul z G C se mai poate scrie sub forma |z|2 D(z) = e~~ eza+ e-za sau sub forma |z|2 D(z) = e 2 e-za eza+ Elemente de teoria distribuțiilor 221 Utilizând definițiile operatorilor implicați obținem relația D (-7= (a+£i)) ^(x) = e 2h e1/3x/K ^(x — a) echivalenta cu Si adica (x\D ((a+£i^ \'f) = e 2h e^x/h (x — a\'ț) D ?b(a+£i)) = e m J dxe1/3x/K |x)(x — a| — c D (?b(a+£i)) jgE = e 2^ °° J dx e'Jx//' |x+a)(x| — c 5 5 52 Deoarece vectorii |0), 11), |2), formează o baza ortonormata (n\m) = dnm Si oc |n)(n|^) = [f], oricare ar fi [ț) n=0 Ultima a relatie scrisa operatorial sub forma oo 12 \nHn\ = 1 n=0 reprezinta rezoluția identității corespunzatoare bazei considerate Orice vector [ț] este bine determinat de coordonatele corespunzătoare (n|^) 5 5 53 Teoremă Sistemul de vectori {|z)}zeC, unde (a se vedea pag 128-8) |z) = D(z)\0) =e— 2 eza+10) adica |z|2 °° Zn \z) = e—— este format din vectori unitari (z\z) = 1 si are loc relatia operatoriala (numita rezohifie a identității) - [ d2z \zXz\ = I n J c 222 Complemente de Matematica, partea I unde d2z = dRe z • dIm z Demonstrație Oricare ar fi z G C avem oc nnJ0 db b e * |n/\n|- n=0 n=0 Deoarece, integrând prin parți dttn e-t °° = n dttn-1 e-t = n(n — 1W dttn-2 e-t 00 = n! deducem ca oc d2z |zXz| ^2 n=0 = i 5 5 54 Din rezoluția identității rezultă ca \^) = - I d2z |z}{z|^} n J c adica orice element este bine determinat de funcția corespunzatoare : C —> C, ^(z) = (z|'^) Si în plus, {^\^) = - [ d2z |(z|^}|2 n jc Desi sistemul de vectori {|z)}zeC nu este liniar independent |z) = - t d2z-\z){r|z) n Jc si nici ortogonal C Elemente de teoria distribuțiilor 223 {z\zlx) = e- 1|z|2-2 lz'l2+zz/ dezvoltarea \f) 1 [ dz \z){z\f) n j c este similara dezvoltării în raport cu o baza ortonormata Sistemul de vectori {\z)}zeC este numit sistemul stărilor coerente standard 5 5 55 Sistemul de stari coerente {\z)}zeC are si alte proprietăți remarcabile: a) In stările \z} se atinge minimul in relatia de incertitudine coordonata-impuls Ax Ap = ^ b) Stările corerente standard \z) sunt stari proprii ale operatorului de anihilare a\z) = z\z) 5 5 56 In general, formulele prezentate pe parcursul acestei secțiuni pot fi considerate cazuri limita pentru formule similare din cazul finit-dimensional (a se vedea tabelul de la pagina 162) 224 Capitolul 6 Ecuații și sisteme de ecuații diferențiale liniare 6 1 Ecuații diferențiale de ordinul întâi 6 1 1 Definiție O ecuație diferențială de ordinul întâi este o ecuație de forma F (x,y,y') = 0 (6 1) unde x este variabila independenta, y functia necunoscuta, y' derivata functiei necunoscute si F : I x R x R —> R este o functie continua, I fiind un interval Prin soluție a ecuatiei (6 1) se intelege o functie derivabila : (a, b) —>• R cu (a, b) C I si astfel încat F(x, R (6 2) este o ecuatie diferen(iala scrisa sub formă normală Prin soluție a ecua(iei (6 2) se întelege o functie derivabila : (a, b) —>• R astfel încat 225 226 Complemente de Matematica 1) (x,^(x)) G D, Vx G (a, b) 2) ^>'(x) = f (x,^(x)), Vx G (a, b) 6 1 3 Ecuația (6 2) se mai poate scrie dx = f(x-y) sau sub forma dy = f (x,y)dx (6 4) numita forma simetrica Soluția ecuației (6 4) se poate cauta sub forma y = y(x) sau x = x(y) sau, mai general, sub forma parametrica {x = x(t) y = y(t)- Ecuatia (6 4) este caz particular pentru ecuatia P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, unde P,Q : D C R2 —> R (6 5) care este forma generala a unei ecuații simetrice Prin soluție a ecuației (6 5) se înțelege o pereche de aplicatii derivabile f : (a, b) —> R astfel încat 1) (ip(t),f(t)) G D, Vt G (a,b) 2) P(ip(t),f(t)) (t) + Q(ip(t),f(t)) f (t) = 0, Vt G (a, b) 6 1 4 Se stie că daca f : (a,b) —> R este o funcțtie continuăa atunci funcțtia F : (a,b) —> R, F(x) = i f (t) dt Jxo este o primitivă a lui f oricare ar fi xo G (a, b), adica avem e( A f H = f (x)’ Vx G (a, b) Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 227 6 1 5 Teoremă Fie ecuația cu variabile separabile y' = f (x) g(y) (6 6) f : I — R unde J> r sunt funcții continue definite pe intervalele I și J a) Daca y0 G J este astfel încât g(y0) = 0 atunci functia constanta : I —— R, v(x) = yo este solutie a ecuatiei (6 6) b) Daca y0 G J este astfel încat g(y0) = 0 atunci relatia i-y 1 (■ x / ——du = f(v)dv + C Jyo g(u) dxo unde x0 G I si C este o constanta, defineste implicit o solutie locala y = y(x) a ecuatiei (6 6) (6 7) Demonstrație a) Deoarece if/(x) = 0 si g(^(x)) = g(y0) = 0 rezulta că v'(x) = f(x) g(^(x)), Vx G I adică b) Derivand relația (6 7) în raport cu x considerând y = y(x) rezulta g (x) = 0 este solutie a ecuatiei Scriind ecuatia sub forma y = x echivalenta cu y (ln y)' = X deducem că x2 ln y = y + c unde c si C1 = ec sunt constante 6 1 7 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], adică ^2 y(x) = Ci e 2 x] In :=DSolve[y’[x] == x y[x], y[x], II x2 x] i—— Out = > 6 1 13 Propoziție Solu(ia generală a ecuației liniare neomogene y' = f (x) y + g(x) (6 9) se obtine adunând solutia generala a ecuatiei liniare omogene asociate y1 = f (x) y (6 10) cu o solutie particulara y a ecuatiei (6 9) 230 Complemente de Matematica Demonstrație Dacă y verifică (6 10) și y verifică (6 9) atunci (y+y)'(x) = f (x) y(x) +f (x) y(x) + g(x) = f (x) (y+y) (x) +g(x) Dacă y și y verifică (6 9) atunci y — y verifică (6 10) (y—y)(x) = f(x)y(x) + g(x) — f(x)y(x)—g(x) = f (x) (y—y)(x) 6 1 14 Propoziție O soluție particulara y a ecuației liniare neomogene y' = f (x) y + g(x) poate fi găsită folosind metoda variației constantei, căutand-o de forma y(x) = C (x) e^xof Demonstratie înlocuind în ecuatie obtinem relatia Cz(x) = g(x) e ''' (t)dt care permite determinarea functiei C (x) 6 1 15 Exercițiu Să se rezolve ecuatia y' = y + x 6 1 16 MATHEMATICA: DSolve [eqns, y [x] , x] In :=DSolve[y’[x]==y[x]+x, y, x] i—— Out ={{y[x]^-1—x—exC }} 6 1 17 Propoziție Schimbarea de variabilă z = y1-a permite reducerea ecuafiei y' = f (x) y + g(x) ya numită ecuatia Bernoulli, la o ecuatie liniară Demonstratie Dacă a = 1 atunci ecuatia este deja o ecuatie liniară In cazul a = 1, împărtind cu ya obtinem ecuatia y-ay' = f (x) y1-a + g(x) care se poate scrie )' = f (x) y1-a + g(x) 1—a Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 231 6 1 18 Propoziție Ecuația Riccati y' = f (x) y2 + g(x) y + h(x) se poate rezolva utilizând schimbarea de variabilă 1 y = yP + z ân cazul ân care se cunoaște o soluție particulară yp Demonstrație In urma schimbării de variabila indicate ecuația devine Z = -(2f (x) yp(x) - g(x)) z - f (x) adica o ecuație liniara 6 2 Ecuații diferențiale liniare de ordin superior 6 2 1 Definiție O ecuatie diferentială liniara de ordinul n este o ecuație de forma ao(x) y(n) + ai(x) y(n-1) + -+ an-i(x) y' + an(x) y = f (x) (6 11) unde a0, a1, , an, f : I —> R sunt funcții continue definite pe un interval I si a0(x) =0, oricare ar fi x GI Prin solutie a ecuatiei (6 11) se întelege o functie : I —> R astfel încat: 1) admite derivate continue pana la ordinul n 2) a0(x) (x) + a1(x) ^>(ra-1)(x) +-+ an(x) ^>(x) = f (x), VxG (a,b) 6 2 2 Teoremă (de existenta si unicitate) Dacă a0, a1, , an, f : I —> R sunt functii continue si a0(x) = 0 Vx G I atunci ecuatia diferentială 232 Complemente de Matematica ao(x) y(n) + ai(x) y(n 1) + + an-1(x) y' + an(x) y = f (x) admite pentru fiecare (xo,yoo,yo1, ,yOn-1) G I x Rn o unica soluție p : I —> R astfel încât p(xo) = yoo, p'(xo) = yoi, , p(n 1)(xo) = yon-1 6 2 3 Utilizand operatorul diferențial L = ao(x) Dn + a1(x) Dn-1 + -+ an- 1(x) D + an(x) unde D=dX’ ecuatia (6 11) se scrie d2 dn D2 = -^> , ■■■ , Dn = — dx2 dxn Ly = f Operatorul linar L : Cn(I) -+ C0(I) unde Cn(I) = { p : I —> R | p admite derivate continue până la ordinul n } CO(I) = { p : I —> R | p este functie continua } este un operator liniar L(ap + fi fi) = aLp + fi Lfi ^a,fi G R, ^p,fi G Cn(I) 6 2 4 Teoremă Spafiiul V = { p : I —> R | Lp = 0 } al tuturor solutiilor ecuatiei liniare omogene Ly = 0 este un spatiu vectorial de dimensiune n Demonstratie Daca p, fi G V atunci L(ap + fifi) = aLp + fiLfi = 0 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 233 oricare ar fi a, fî G R Conform teoremei de existență și unicitate, pentru xo G I fixat aplicatia A : V —> Rn, Ap = (p(xo),pz(xo), ,p(n-i)(xo)) este un izomorfism liniar Rezulta ca spațiile vectoriale V si Rn sunt izomorfe si prin urmare dim V = dim Rn = n 6 2 5 Rezolvarea ecuatiei Ly = 0 înseamna determinarea spatiului vectorial V = { p : I —> R | Dp = 0 } al tuturor solutiilor, ceea ce se poate realiza indicand o baza {y1, y2, , yn}, caz în care V = { ciyi + C2y2 + -+ cnyn | ci, c2, , cn G R } Functiile yi, y2, , yn : I —>R din V formeaza o baza a lui V daca sunt liniar independente, adica daca ai yi + a2 y2 + • • • + a,n y,n = 0 =^ ai = a2 = • • • = a,n = 0 6 2 6 Propoziție Funcțiile yi, y2, , yn : I —>R din V sunt liniar independente daca și numai dacă într-un punct fixat xo G I avem yi(xo) y2(xo) ■■■ yn(xo) yi(xo) y2(xo) ■■■ yn(xo) = 0 (6 12) y(n i}(xo) y2n i}(xo) ■■■ y^ i}(xo) Demonstratie Deoarece A : V—> Rn, Ap = (p(xo),p' (xo), ,p(n i) (xo)) este un izomorfism liniar functiile yi, y2, , yn : I —> R sunt liniar independente daca si numai daca vectorii corespunzatori Ayi = (yi(xo), yi(xo), , y(n-i)(xo)) Ay2 = (y2(xo), y2(xo), y(n i)(xo)) Ayn = (yn(xo), yn(xo), , ynn i}(xo)) 234 Complemente de Matematica sunt liniar independenți, ceea ce este echivalent cu (6 12) 6 2 7 Teoremă(Abel-Liouville) Daca y1, y2, , yn : I —>R sunt n solutii ale ecuatiei Ly = 0 atunci functia (numită wronskian) y1(x) yi(x) y2(x) y2(x) yn(x) y'n (x) W: I —>R W(x) = verifică relația, y(n-1)(x) y2n-1)(x) ••• ynn-1)(x) W (x) = W (xo)e unde x0 E I este un punct fixat fx dt JXQ a0(i) (6 13) Demonstrație (cazul n = 2 ) Aratam ca W verifica ecuatia liniara W'(x) = -^44 W(x) ao(x) In cazul n = 2 ecuația Ly = 0, adica ao(x) y" + a1(x) yz + a2 y = 0 conduce la si a1(x) i a2(x) a0(x) y a0(x) y W '(x) = dX yi(x) yi(x) y2(x) y2(x) y yi(x) y2(x) yi(x) y2(x) yi(x) y2(x) y"(x) y2/(x) - W R este o funcție continuă definită pe un interval I C R 6 2 12 Ecuatia (6 15) este un caz particular pentru ecuatia (6 11) si anume cel în care functiile a0(x), ai(x), , an(x) sunt functii constante Ecuatia (6 15) se poate scrie sub forma P (D)y = f unde P este polinomul P(r) = ao rn + ai rn-i + + an-i r + an numit polinomul caracteristic asociat ecuatiei considerate 6 2 13 Folosind notatia lui Euler e1^ = cos + i sin definim pentru fiecare numar complex r = a + ifi functia complexa R C : x erx = e(a+1^)x = eax cos(^x) + ieax sin(dx) cu proprietare D e(«+1ă)x = (a + i0)e(a+1^)x Re (D erx) = D( Re erx ) Im (D erx) = D( Im erx ) unde Re z si Im z reprezinta partea reala si repectiv imaginara a numărului z 6 2 14 Propoziție Funcția y : R —> C, y(x) = erx esțe soluție a ecuației omogene Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 237 P (D)y = 0 daca și numai daca r este rădăcină a polinomului caracteristic, adică a0 rn + ai rn-1 + + ara i r + an = 0 Demonstrație Deoarece Dkerx = rkerx și P(D) erx = (ao rn + ai rn-i + ■■■ + an i r + an )erx avem P (D) erx = 0 ■ P (r) = 0 6 2 15 Propoziție Dacă polinomul caracteristic P(r) are rădăcinile r1, r2, , rk cu multiplicitatile m1, m2, , mk , adica P(r) = a0 (r — r1)m1 (r — r2)m2 • • • (r — rk)mk atunci P (D) admite factorizarea P(D) = ao (D — r 1 )m1 (D — ■ ' ••• (D — rk)mk ordinea factorilor putând fi schimbata fara a afecta rezultatul Demonstrative Afirmația rezultă din liniaritatea lui D și din relația Dp Dq = Dp+q 6 2 16 Propoziție Daca Q(r) este un polinom si v(x) este o functie atunci Q(D) (erx v) = erx Q(D + r)v oricare ar fi r E C Demonstratie Aratam mai întâi prin inducție ca Dk (erx v) = erx (D + r)kv- Avem D (erx v) = erx Dv + rerx v = erx (D + r)v- Presupunand că Dk (erx v) = erx (D + r)kv obținem Dk+1 (erx v) = D(erx (D + r)kv) = erx(D + r)(D + r)kv = erx (D + r)k+1v-Daca Q(r) = a0 rm + a1 rm-1 + • • • + am 1r + am atunci 238 Complemente de Matematica Q(D) (erx = ao Dm(erx = erx Q(D + r)!p 6 2 17 Propoziție Soluția generala a ecuației (D - r)ky = 0 este y(x) = c0 erx + c1 x erx + + ck 1 xk 1erx Demonstrație Conform propoziției anterioare avem relata Dk (e rx y) =e rx (D - r)ky care arată ca ecuația (D — r)ky = 0 este echivalenta cu ecuația Dk (e rx y) = 0 care implicăa e rx y(x) = co + C1 x + -+ Ck 1 xk 1 adica y(x) = c0 erx + c1 x erx + • • • + ck 1 xk 1erx 6 2 18 Propoziție Fie ecuația diferențiala liniara omogena cu coeficienți reali P (D)y = 0 unde P (r) = a0 rn + a1 rn 1 + • • • + an 1 r + an esțe polinomul caracțerisțic a) Daca rj este rădăcină reală a lui P cu multiplicitatea mj atunci funcțiile erjx x erjx xmj 1erjx sunt soluții particulare ale ecuației P(D)y = 0 b) Dacă rj = aj + ifij este rădăcină complexa a lui P cu multiplicitatea mj atunci eaj x cos(^j x), x eaj x cos(^j x), ■■■ , xmj 1eaj x cos(^j x), e«j x sin(^j x), x eaj x sin(^j x), ■■■ , xmj 1eaj x sin(^j x) sunt soluții particulare ale ecuației P(D)y = 0 Demonstrație Ecuatia P(D)y = 0 admite o factorizare de forma Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 239 P (D)y = 0 =^ Q(D) (D - r3'y = 0 și (D — rj)mjy = 0 implică P(D)y = 0 Deoarece ec P(D)y = 0 are coeficienți reali P(D) (Re y) = Re (P(D)y) = 0 P(D) (Im y) = Im (P(D)y) = 0 adică în cazul în care rj este rădăcină complexă cu multiplicitatea mj funcțiile y : R —> R, y(x) = Re (c0 erjx + c1 x erjx +-+ cmj 1 xmj 1erj Si y : R —> R, y(x) = Im (c0 erjx + c1 x erjx +-+ cmj 1 xmj 1erj sunt solutii ale ecuației P(D)y = 0 oricare ar fi constantele reale c0, c1, , cmj 1 6 2 19 Se poate demonstra că, în toate cazurile, în spațiul solutiilor există o bază formată din soluții particulare de tipul celor prezentate în propozitia anterioară 6 2 20 Exercițiu Să se determine solutia generală a ecuatiilor a) y" — 5yz + 6y = 0 b) y'" — 6y" + 12y' — 8y = 0 c) y" + y' + y = 0 d) (D2 — D + 1)3y = 0 e) (D — 3)4 (D2 + 2)2 y = 0 Răspuns a) y(x) = c1 e2x + c2 e3x b) y(x) = c1 e2x + c2 x e2x + c3 x2 e2x c) y(x) = c1 e 2x cos(A23x) + c2 e 2x sinp^3x) d) y(x) = c1 e2x cos(^3x) + c2 e1 x sm(^3x) +c3 x e 2 x cosp^3 x) + c4 x e 2 x sin(^3 x) +c5 x2 e 1x cos(^3x) + c6 x2 e 2x sin(^3x) e) y(x) = c1 e3x + c2 x e3x + c3 x2 e3x + c4 x3 e3x +c5 cos(v/2x) + c6 sin^/2x) + c7 x cos^/2x) + c8 x sin^/2x) 240 Complemente de Matematica 6 2 21 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x] In :=DSolve[y’’[x] - 5 y'[x] + 6 y[x] == 0, y[x], x] Out = {{y[x]—e2x C +e3x C }} In :=DSolve[y,,,[x] - 6 y’’[x] + 12 y'[x] - 8 y[x] == 0, y[x], x] Out == {{y[x]- -e2x C +e2x xC +e2x x2 C }} In :=DSolve[y’’[x] + y'[x] + y[x] == 0, y[x], x] Out = { |y[x]—e-x/2 C Cos [+e-x/2 C Sin [} 6 2 22 Propoziție Ecuația Euler ao xn + a1 xn—1 y(n—1) + + ara 1 xy' + an y = 0 se reduce la o ecuație diferențială liniară cu coeficienți constanți prin schimbarea de variabila x = et, unde t este noua variabilă independentă Demonstrație (cazul n = 3) Notand cu z(t) noua funcție necunoscuta avem relația y(x) = z(ln x) care prin derivari succesive conduce la y'(x) = x z'(ln x) = e—t z'(t) y"(x) = 42 z"(ln x) — 42 z'(in x) = e—2t (z"(t) — z'(t)) y"'(x) = 43 z"'(ln x) — 43 z"(ln x) — 43 z'(lnx) = e—3t (z'"(t) — 3z"(t) + 2z'(t)) In urma schimbarii de variabilă, ecuația Euler ao x3 y'" + a1 x2 y" + a2 xy' + a3 y = 0 devine ao z + (—3ao + a1)z + (2ao — a1 + a2)z + a3z — 0 6 2 23 Relația x = e*, echivalenta cu t = lnx, conduce la d dt d 1 d d e —t Ecuațția Euler se poațe scrie dx dx dt x dt dt dn ^n i ~ ^n—1 ao x n + a1 x dxn dn—1 dxn-1 d + • • • + an— 1 x j + an I y — 0 dx ți formal, schimbarea de variabilă x = e* în ecuația Euler se poate realiza înlocuind —t d x cu e* ți operatorul de derivare dx cu e dt De remarcat ca dt =e dt dt =e 2t d2 dt2 —2t dt e —t d 2 —t d e —t d e d Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 241 6 3 Sisteme diferențiale liniare 6 3 1 Definiție Prin sistem diferențial liniar de ordinul întâi se înțelege un sistem de ecuații diferențiale de forma yi = an (x)yi + ai2(x)y2 + -+ aln (x)yn + fi(x) y2 = a2i(x)yi + a22(x)y2 + -+ fl2n(x)y„ + f2(x) Rn : Y Y(xo) este un izomorfism liniar, solutiile Y1, Y2, , Yn sunt liniar independente daca si numai daca vectorii Yi(x0), Y2(x0), , yț,(xoj din Rn sunt liniar independent, ceea ce este echivalent cu w(x0) = 0 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 243 6 3 8 Teoremă Wronskianul soluțiilor Y1, Y2, , Yn verifică relatia , , fx tr A(t) dt , w(x) = wțxo^efi xo (6 17) unde tr A(t) = aii(t) + a22(t) + • • • + ann(t) este urma matricei A(t) Demonstrație (cazul n = 2 ) Avem w'(x) = dx yii(x) y2i(x) yi2 (x) V22 (x) y'ii(x) yi2(x) yii(x) y'i2(x) + y2i(x) y22(x) y2i(x) y22(x) aii(x)yii(x)+ai2(x)y2i(x) yi2(x) yii(x) + a2i(x) yii (x)+a22(x) y2i (x) y22(x) y2i(x) aii(x) yi2 (x)+ai2 (x) y22(x) a2i(x) yi2 (x)+a22 (x) y22(x) = (aii (x) + a22 (x)) w(x) adică w verifica ecuația diferențiala liniara w1 = tr A(x) w 6 3 9 Din relația (6 13) rezulta ca daca wronskianul se anulează într-un punct x0 G I atunci el se anuleaza în toate punctele x G I 6 3 10 Propoziție Soluția generala a sistemului liniar neomogen Y' = A(x) Y + F(x) se obtine adunând la solufia generală a sistemului liniar omogen asociat Y' = A(x) Y o solutie particulară Y a sistemului neomogen Demonstratie Deoarece Y' = A(x) Y + F(x) obtinem Y' = A(x) Y =^ (Y+5>)' = A(x)(Y+Y) + F(x) Y' = A(x) Y + F(x) =^ (Y-T)' = A(x)(Y - V) 6 3 11 Folosind matricea Wronski W asociata unei baze {Yiț Y2, , Yn} a lui V, solutia generala Y = Ci Yi + C2 Y2 + -+ Cn Yn a ecuatiei liniare omogene Y' = A(x) Y se poate scrie sub forma 244 Complemente de Matematica / Y(x) = W (x) C unde C = C1 C2 cn \ \ / G Rn 6 3 12 Teoremă (Metoda variației constantelor) Daca soluția generala a sistemului Y' = A(x) Y este Y(x) = W(x) C atunci o soluție particulara sistemului neomogen Y' = A(x) Y + F(x) se poate obtine cautând-o de forma Y(x) = W (x) C (x) unde C(x) este o solutie a sistemului C'(x) = W- 1(x) F(x) Demonstratie Deoarece W' = A(x)W si Y'(x) = W'(x) C(x) + W(x) C'(x) avem Y' = A(x) Y + F(x) daca si numai dacă W (x) Cz(x) = F(x) 6 3 13 Definiție Prin sistem diferential liniar omogen cu coeficienti constanti se înțelege un sistem de ecuații de forma Y' = AY unde A G Mraxn(R) 6 3 14 Propoziție Functia vectorială Y : R —> Cn, Y(x) = w eXx unde w= / w1 w2 \ G Cn \wnf verifică relatia Y' = AY dacd și numai dacă Aw = Aw Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 245 Demonstrație Deoarece Y'(x) = Aw eXx înlocuind în Y' = AY obținem Aw = Aw 6 3 15 Fie A o rădăcină a polinomului caracteristic det (A — AI) = 0 Daca A G R atunci A este valoare proprie a matricei A si alegand un vector propriu corespunzător w G Rn obtinem solutia netriviala Y(x) = w eĂx a sistemului Y' = AY Daca A G R atunci exista w G Cn astfel încat Aw = Aw si Y1(x) = Re ^w eĂx) , Y2(x) = Im ^w eĂx) sunt solutii ale sistemului Y' = AY 6 3 16 Exercițiu Sa se determine solutia generala a sistemului yi = yi + y2 y2 = —yi + y2- Rezolvare Ecuatia =0 are rădacinile A1 = 1 + i si A2 adicăa = 1 — i O solutie particulară a ecuatiei Av = (1 + i)v, 1 A 1 1 1 A 1 —1 1 V1 =(1+i) V1 1 v2 v2 este v = Y (x) = c1 Re Rezulta ca solutia generala a sistemului este 1 = c1 Re ex (cos x + i sin x) > + c2 Im 1 j ex (cos x + i sin x) cos x — sin x ex + C2 sin x cos x adicăa y1 (x) = c1 ex cos x + c2 ex sin x y2(x) = — c1 ex sin x + c2 ex cos x 246 Complemente de Matematica 6 3 17 MATHEMATICA: DSolve[{eqn1, eqn2}, {y1[x], y2[x]}, x] In :=DSolve[{y1’[x] == y1[x]+y2[x],y2'[x] == -y1[x]+y2[x]},{y1[x], y2[x]},x] Out ={{y1[x]^ex C Cos[x]+ex C Sin[x], y2[x]^ex C Cos[x]-ex C Sin[x]}} 6 3 18 Dacă matricea AGMnxn(R) este diagonalizabilă și {v1 ,v2, ,vn} unde V1 = / V11 \ V21 , V2 = f V12 \ V22 , • • • Vn = V1n v2n \ Vn1 \ Vn2 Vnn este o baza a lui Rn formata din vectori proprii ai lui A corespunzatori valorilor proprii A1, A2, , An (distincte sau nu) atunci solutia generala a sistemului Y' = AY este / Y (x) = c1 V11 V21 \ Vn1 \ V12 V1n eĂ1 x + c2 V22 eĂ2X + + Cn v2n e^n x / Vn2 Vnn 6 3 19 Exercițiu Sa se determine soluția generală a sistemului [ y1 = y2 + ys s y2 = y1 + ys t y3 = y1 + y2 Rezolvare Rezolvând ecuatia -A 1 1 1 -A 1 = 0 1 1 -A obtinem A1 = 2, si A2 = A3 = -1 Deoarece subspatiile proprii corespunzătoare sunt V2 = { a(1,1,1) | a G R }, V-1 = { a(1, 0,-1) + fi(0,1,-1) | a, fi G R } rezultăa caă solutia generalaă a sistemului este / Y (x) = c1 1 / 1 \ / 1 I e2x + C2 0 I e-x + C3 1 \ -1 0 1 -1 DSolve[{eqn1, eqn2, eqn3}, {y1[x], y2[x], y3[x]}, e 6 3 20 MATHEMATICA: x] Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 247 In :=Eigenvalues[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] Out ={2,-1 ,-1} In :=Eigenvectors[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] Out ={{1,1,1},{-1,0,1},{-1,1,0}} In : =DSolve [{y 1'[x] ==y2 [x] +y3 [x] , y2'[x] ==y 1 [x] +y3[x] , y3’[x]==y1[x]+y2[x]}, {y1[x],y2[x],y3[x]}, x] Out = {{y1[x]^ 1 e-x(2+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C + 3e-x(-1+e3x) C , \2 \ ■ 1 e-x(-1+e3x) C +1 e-x(2+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C , y3 x 1 e-x(-1+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C +1 e-x(2+e3x) C }} 6 3 21 Știm că, în general, o matrice A GMnxn(R) nu este diagonalizabilă Dacă A este o radacina reala (respectiv, complexa) cu multiplicitatea m a polinomului caracteristic atunci partea din soluția generala corespunzatoare lui A poate fi gasita cautand-o de forma / Y (x) = a11xm 1 + a12 xm 2 + • • a21xm-1 + a22 xm-2 + ■■ • + a1m-1x + a1m • + a2m-1x + a2m an1xm-1 + an2xm-2 + • • • + anm-1x + a1m \ eĂx / unde coeficienții ajk sunt reali (respectiv, complecsi) In cazul complex, în final se separăa paărȘtile realaă Șsi imaginarăa ale a soluȘtiei găasite 6 3 22 Exercițiu Sa se determine soluția generală a sistemului [ V1 = ~V1 + V2 3 = — 2 ± i ^3, rezulta ca i a/3 1 a/3 y1(x) = c1 ex + c2 e- 2x cos x + c3 e- 2x sin x Prin derivarea lui y1 se obtin y2 si y3 6 3 25 Deoarece izomorfismul de spatii vectoriale 2 Mnxn(K) > : a11 a12 ' ' ' a1n a21 a22 • • • a2n \ an1 an2 ' ' ' ann / (a11, a12, , a1n, a21, a22, a2n, , an1, an2 , , ann permite identificarea spatiului vectorial Mnxn(K) cu Kn2, aplicatia || ' || : Mnxn(K) -> a11 a12 a21 a22 an1 an2 a1n a2n ann a 12 |aij|2 \| i,j=1 n este o norma pe Mnxn(K) In particular, o serie de matrice oc £afc Ak k=0 este convergentă daca exista limita Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 249 m lim ^2 ak Ak k=0 adică dacă există B G Mnxn(K) astfel încât lim m^^ m £afc Ak k=0 - B =0 6 3 26 Propoziție Dacă seria de puteri oo Y^ak xk k=0 are raza de convergenta R > 0 si daca A G Mraxra(K) este astfel încât ||A|| rv zp xp^ ^x ^x ^x ă = 1 + 1! +2! + ••' k=0 are raza de convergenta r = w rezulta ca pentru orice matrice A G Mraxra(K) putem defini matricea eA ~ Ak A A2 = S ' 2' ' ■" k=0 numită exponentiala matricei A Se poate arata ca functia matriceală R —> ^dnxn(K) : e este derivabila si ca (etA)' = A etA adica Y (t) = etA C este soluție a sistemului liniar Y' = AY, oricare ar fi C G Rn 250 Complemente de Matematica 6 3 28 MATHEMATICA: Series[Exp[A], {A, 0, n}] In :=Series[Exp[A], {A, 0, 4}] H Out = 1+A+—+—+— +0[A]5 6 3 29 Exercițiu Să se determine soluția sistemului y1 = y2 + ys y2 = y1 + ys y3 = y1 + y2- Rezolvare Matricea sistemului A = este diagonalizabilă / 0 1 1 1 0 1 1 1 0 Deoarece obtinem si e*A O S -1AS = 2 0 0 / 0 -1 0I unde S = 0 0 -1 S-1 A = S / \ 2 0 0 0 -1 0 0 0 -1 2 0 0 k / 2k 0 Ak = S 0 -1 0 I S-1 = S 0 (-1) 0 0 -1 \ 0 0 O k k=0 (tA)k k! OO J-k E^s k=0k! 1 1 1 1 0 -1 0 1 -1 0 0 (-i)k S 1 / 2k 0 0 / e2* 0 0 (-1)k 0 I S-1 = S 0 e- 0 0 (-1)k \ 0 0 * 0 0 I S-1 e-* / relatie care permite scrierea explicita a soluției generale 6 3 30 MATHEMATICA: Eigenvalues[A] , Eigenvectors[A] , MatrixForm[MatrixExp[tA]] 0 1 ' 7 0 In :=MatrixForm[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] H Out = I 1 1 In :=Eigenvalues[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] In :=Eigenvectors[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] In :=MatrixForm[MatrixExp[t {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, 3e-* (-1 + e3*) 3e-* (2 + e3*) 3e-* (-1 + e3*) Out = / 1 e- 1 e-3e \ 1 e- * (2 + e3*) *(-1 + e3*) * (-1 + e3*) 1 1 0 Out = {2,-1,-1} ► Out ={{1,1,1},{-1,0,1},{-1,1,0}} {1, 1, 1 e-* 3e 1 e-* 3e 1 e- 3e 0}}]] (—1 + e3*) (-1 + e3*) * ^2 + e3t) Capitolul 7 Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 7 1 Polinoame Legendre 7 1 1 Teoremă (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt) Dacă {vi, v2, v3, } este un sistem liniar independent (finit sau infinit) atunci {w1, w2, w3, } unde w1 = v1 (vo ,Wi ) w2 = v2 - W1 w = v„ w w3 = v3 (W1,W1) wi (W2,W2) w2 este un sistem ortogonal astfel încat spațiul vectorial generat de {v1, v2, , vk} este acelasi cu spatiul vectorial generat de {w1, w2, , wk}, oricare ar fi k E {1,2,3, } 7 1 2 Definiție Polinoamele P0, P1, P2 satisfăcând condiția Pn (1) = 1 obtinute ortogonalizand sirul 1, x, x2, în raport cu produsul scalar = y ^(x) ^(x) dx se numesc polinoame Legendre 251 252 Complemente de Matematică 7 1 3 Exercițiu Să se arate că Pn este polinom de gradul n Rezolvare Pentru orice n, spațiul vectorial generat de Pq, Pi, P2, , Pn este același cu spațiul vectorial generat de 1, x, x2, , xn Acest lucru este posibil numai dacă Pn este polinom de gradul n 7 1 4 Exercițiu Să se determine polinoamele Legendre Po, Pi și P2 Rezolvare Ortogonalizând 1, x, x2 rezultă polinoamele Qo(x) = 1 QiW = x ~ (feSsy W = x Q2(x) = x2 - Qq(x') - Qi(rr) = x2 - | Obținem polinoamele Po, Pi, P2 căutându-le de forma Pn = an Qn cu constantele an determinate astfel încât Pn(l) = 1- Rezultă Po(x') = 1, Pi(x) = x și P2(x) = |x2 — 7 1 5 MATHEMATICA: LegendrePtn, x] In[l] :=LegendreP In :=LegendreP In :=LegendreP Out[l] = l Out =x O ut = ț (— l+3x2) Figura 7 1: Funcțiile Pq, Pi, P2, P3 și funcția Pw- 7 1 6 Exercițiu Să se scrie a?2+a?+l ca o combinație liniară de polinoame Legendre Indicație Se determină cto, «1, și astfel încât x2 + x + 1 = cx0P0 + U1P1 + O!2P2- Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 253 7 1 7 Exercițiu Să se arate că toate rădăcinile polinomului Pn sunt simple si aparțin intervalului (-1,1) Rezolvare Polinomul Pn de gradul n are cel mult n rădăcini Fiind functie continuă Pn îsi poate schimba semnul doar în puncte Xj care sunt radacini ale polinomului Presupunem ca punctele în care Pn îsi schimbă semnul sunt x1, x2 , , xk si consideram polinomul de grad k 0 fixat si fie Pn(x) = np2n [(x2 — 1)n](n) Deoarece Pn este un polinom de gradul n rezultă ca exista a0, a1, an E R astfel încât Pn = a0 P0 + a1 P1 + • • • + anPn Avem {1,Pn} = f1 [(x2 — 1)n](n)dx = [(x2 — 1)n](n-1) I1 = 0 x ’ 1 n!2n 7 i 7 J n!2n v 7 J 1-1 Daca n > 1, integrând prin parți obținem ^Pn) = \ J-1 x[(x2 — 1)n](n)dx — —1— x [(x2 — 1)n](n—1) I — —1— f1 [(x2 — 1)n](n—1)dx — 0 = n!2n x [(x L) ] | 1 n!2n J —1[(x ] ux = 0 și în general, (xk, Pn) = 0 oricare ar fi k E {0,1, , n — 1} Din relațtia precedentăa rezultăa (Pk,Pn) =0 oricare ar fi k E {0,1, ,n — 1} 254 Complemente de Matematica Tinând seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre obținem relația 0 = (Pk, Pn) = (Pk, a0 P0 + a1 P1 + • • • + anPn) = ak (Pk, Pk) din care rezulta ak = 0, oricare ar fi k G {0,1, ,n — 1} Si deci Pn = anPn Deoarece Pn (1) = 1 si P (1) = 1 n!2n n £cn [(x—1)n ij >i(x+1)n j=0 =1 x=1 rezultă că an = 1 si deci /'n = Pn 7 1 9 Relatia (7 1) poate fi utilizata ca definire pentru polinoamele Legendre 7 1 10 Exercițiu Sa se determine P0, P1 si P2 folosind formula lui Rodrigues Rezolvare Avem P0(x) = 0I10 dS (x2—1)0 = 1 P1(x) = ÎP2T dxi (x2 — 1)1 = 2 2x = x P„(x) =1 p(x2 — 1)2 = 1 (x4 2x2 + 1)" = 1 (4x3 — 4x) = 3x2 — 1 1 2(x) 2! 2'2 dx'2 (x ■ 8 (x + ±) — 8 (i±x L±x) — 2x 2' 7 1 11 Propoziție Oricare ar fi n G N, ecuația (ecuația polinoamelor Legendre) (1 — x2)y" — 2xy' + n(n + 1)y = 0 admite o soluție polinomiala dar nu admite soluții polinomiale liniar independente Demonstrație Din teoria generală a ecuatiilor diferentiale stim ca spatiul solutiilor ecuatiei considerate este un spatiu vectorial de dimensiune 2 Dacăa ecuatia ar admite două solutii polinomiale liniar independente atunci ele ar forma o baza în spatiul soluțiilor si prin urmare toate soluțiile ar fi polinomiale Cautând solutii dezvoltabile în serie de puteri oc y(x) = Ș2 CmXm m=0 aratam ca ecuatia admite atât soluții polinomiale cat si nepolinomiale Deoarece în domeniul de convergențtăa oc oc y'(x) =12 rncmxm~1, y"(x) = m(m — 1)c™xm-2 m=1 m=2 Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 255 înlocuind în ecuație obținem relația + x + +[(m + 2)(m + 1)cm+2 + (n - m)(m + n + 1)cm]xm + = 0 din care rezulta (m + 2)(m + 1)cm+2 + (n - m)(m + n + 1)cm = 0, oricare ar fi m G N Alegand c0 = 1, c1 =0 obtinem solutia y0(x) = 1 n(n + 1) 2 (n - 2)n(n + 1)(n + 3) 4 2! x + x iar alegand c0 = 0, c1 = 1 obținem soluția (n - 1)(n + 2) x3 + y1(x) = x - Deoarece 3! 4! (n - 3)(n - 1)(n + 2)(n + 4)5 5! (m - n)(m + n + 1) 1 (m + 2)(m + 1) lim lim | Cm+2 | m |Cm| soluțiile y0 si y1 sunt convergențe pentru |x2| R, f (x) = (1 + x)a = ea ln(1+x) obținem pentru orice număr real a si orice x E (—1,1) relația a a(a — 1) 2 a(a — 1)(a — 2) 3 (± ±x) 1 1 1! x ± 2! x ± 3! x ± Demonstrație Deoarece f (n) (x) = [(1 + x)a](n) = a(a — 1) (a — n + 1) (1 + x)a-n seria Taylor corespunzătoare lui f f (0) + Î10) x + £10) x2 + j(0) + 1! x + 2! x + este seria de puteri 1 + ax + a(a — 1) x2 + a(a — 1)(a — 2) x3 + j-+ ax + 2! x + 3! x + cu raza de convergentă R = lim ■' n±ti = 1 n^^ n Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 257 7 1 16 Teoremă (Funcția generatoare) Pentru x E (—1,1) și t într-o vecinătate suficient de mica a lui 0 avem - 1 Demonstrație Derivand în raport cu t relatia 1 V1 - 2xt T t2 oc Y Pk(x) tk k=0 obtinem relatia -(t - x) (1 - 2xt T t2) V1 - 2xt T t2 oc "^kPk (x) tk-1 k=0 care se mai poate scrie oc oc (x - t)^2 Pk (x) tk — (1 - 2xt T t2)^2 kPk (x) tk-1 k=0 k=0 Identificand coeficienții lui tn din cei doi membri a ultimei identități obținem relația de recurenta din enunțul teoremei Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 259 7 1 20 Exercițiu Să se determine P2 știind că P0(x) = 1 și Pi (x)= x Rezolvare In cazul n = 1 relația de recurență devine 2 P2(x) — 3x P1(x) + P0(x) = 0 7 1 21 Teoremă (Norma polinoamelor Legendre) Avem 2 r,Pn'} = 2n+i 5 Demonstrație Integrând de n ori prin parti obținem ||Pn ||2 = (Pn ,Pn) = J-1 Pn(x) [(x2 *nn' ’ Deoarece 1)n ](n)dx (-1)n n! 2n J11 Pn} (x)(x2 — 1)n dx avem unde • = [(x2 n v 7 n!2n v 1)n](2n) (2n)! 1) ] = n! 2n ||P ||2 = ( 1) (2n)! f1 (x2 — 1)ndx = n= n!2n n!2n J-1(x 1) dx = (—1)n(2n)! T (n!2n)2 n In = (x2 - 1)ndx -1 Utilizand relația de recurența (obținuta integrând prin parti) In = j21(x2 — 1)ndx = f!1(x2 — 1)(x2 — 1)n-1dx — -1 f1 ■ [(x2 — 1 )nYdx — T i — —1T — T i — 2n J-1 x [(x r) 1n-1 — 2n1n 1n-1 care conduce la 2n T ,)n22n+1(n!)2 n 2n + 1 n-1 (2n + 1)! obțtinem ||Pn ||2 (—1)n(2n)! z = (—1)n(2n)! 22n+1(n!)2 2 (n!2n )2 n (n!2n)2 1 ' (2n +1)! 2n + 1 7 1 22 Se poate arata ca șirul de polinoame 2n + 1 2 n€N P n este o baza ortonormata în spatiul Hilbert L2(—1,1) 260 Complemente de Matematica 7 1 23 MATHEMATICA: Polinoame obtinute prin ortonormalizare In :=Orthogonalize[{1, x, x“2, x“3}, Integrate[#1 #2, {x, -1, 1}] &] Out ={75 Vfx 2V7!(-3 +x2)} 7 1 24 Teoremă Orice f E L2(-1,1) admite dezvoltarea în serie de polinoame Legendre oo f (x) E an Pn(x) (7 3) cu coeficienții n 0 an = 2E f-1 f (x) Pn(x) dx (7 4) Demonstrație Din dezvoltarea in serie (7 3) rezultă relația oo (Pk,f) = E an (Pk,Pn) = ak \\Pk||2 n=0 care conduce la ak = ‘2k+ (Pk, f) = 2k+1 J11 f (x) Pk(x) dx 7 1 25 Exercițiu Sa se dezvolte în serie de polinoame Legendre funcția f :[-1,1] -^ R, f (x) = |x| Răspuns (a se vedea , pag 283) |x| = - P0(x) — £ (-1,)n (2n-2)! (4n+1) p2 (x) |x| 2 P0(x) M 22n (n-1)! (n+1)! P2n(x) n=1 7 1 26 Exercițiu Sa se dezvolte în serie de polinoame Legendre functia f :[-1,1] —^ R, f (x) = Răaspuns (a se vedea , pag 283) V1 - x = 232 P0(x) - 2V 2 £1 (2„-i-(2n+3) P™(x) 7 1 27 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux) n ii E(2fc+1) Pk(x) Pk(y) = [Pn+1 (x) Pn(y) - Pn(x) P„+i(y)] k=0 x y Demonstrație înmulțind relația de recurența (7 2) cu Pk (y) obtinem (k + 1)Pk+1 (x) Pk(y) - (2n + 1)xPk(x) Pk(y) + kPk-1(x) Pk(y) = 0 Permutand x cu y rezulta Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 261 (k + 1)Pfc+i(y) Pk(x) - (2k + 1)yPk(y) Pk(x) + kPk i(y) Pk(x) = 0 Din diferența ultimelor două relații scrisă sub forma (k+1) [Pk+i(x) Pk(y) - Pk+i(y) Pk(x)] - k [Pk(x) Pk i(y) - Pk(y) Pk i(x)] = (2k + 1)(x-y)Pk(x) Pk(y) rezultă (x - y) 52 (2k + 1) Pk(x) Pk(y) = (n+1) [Pn+i(x) Pn(y) - P«+i(y) Pn(x)] k=i -[Pi(x) Po(y) - Pi(y) Po(x)] Deoarece P0(x) = 1 si Pi (x) = x, ultima relație se poate scrie sub forma n (x - y^2(2k+1) Pk(x) Pk(y) = (n+1) [Pn+i(x) Pn(y) - Pn+i(y) Pn(x)] k=0 7 2 Funcții Legendre asociate 7 2 1 Definiție Functiile rm ( 1 1) yp■pr’itin Qo qo dntnrrninn P0 P0 Pi P0 Pi ci P2 7 2 2 Exercițiu oa se deieimine P0 , Pi , Pi , P2 , P2 si P2 * Rezolvare Deoarece P0(x) = 1, Pi(x) = x si P2(x) = | x2 - | avem Pq(x) = 1 P0(x) = x P20(x) = 2x2 - 2 Pii(x) = V1 - x2 P2 (x) = 3xV1 - x2 P2(x) = 3(1 - x2) 7 2 3 MATHEMATICA: LegendreP[l,m x] In : =LegendreP In :=LegendreP In :=LegendreP In : =LegendreP In : =LegendreP In : =LegendreP Out[i] = i 1—> Out =x 1—— Out = Vi x2 1 — Out = 2 (— i+3x2) 1—— Out = 3xVi x2 — Out = 3( i+x2) 262 Complemente de Matematica 7 2 4 Teoremă Ecuația (numită ecuația funcțiilor Legendre asociatej (1 — x2)y" — 2xyz + 2 m2 x2 (7 5) A 1 y = 0 admite în cazul A = l(l+1) cu l G {m, m+1, } ca soluție functia P™ Demonstrație Funcția y(x) = (1 — x2) “ z(x) verifica ecuatia (7 5) daca si numai dacă z este soluție a ecuației (1 — x2)z" — 2(m + 1)xzz + [l(l + 1) — m(m + 1)]z = 0 Polinomul Legendre Pi verifica ecuația (1 — x2)P// — 2xP/ + l(l + 1)Pi = 0 Derivand aceasta relație de m ori obținem relația (1 — x2)(Pl(m))// — 2(m + 1)x(Pl(m'))' + [l(l + 1) — m(m + 1)]Pl(m) = 0 7 2 5 Utilizand formula lui Rodrigues obținem relația P,m(x) = (1 — x2)mmP(m) (x) = (1 — x2)mm [(x2 — 1)l](l+m) Pl (x) (1 x ) 2 Pl (x) li 2l (1 x ) 2 [(x 1) ] care are sens si pentru m G {—l, —l + 1, , —1} Mai mult, se poate arata ca P™ verifica ecuația 2 m2 1 — x2 oricare ar fi l G N si m G {—l, —l + 1, , l — 1, l} (1 — x2 )y" — 2xyz + A y=0 7 2 6 Teoremă (Norma funcțiilor Legendre asociate) Avem | | Pm| | I 2 (l + m)i / pm pm\ 2 (l + m)! v 1 |Pi 1 | = Vă+i(r=mi! s {Pl’Pl'} mis“" oricare ar fi m G N si l, l G {m, m + 1, m+2, } Demonstrație Derivand de m ori ecuația (1 — x2) Pf(x) — 2x P/(x) + l(l + 1) Pl(x) = 0 verificata de polinomul Legendre Pi obținem relația (1 x2) p(m+2)(™) 2mx P(m+1) (x) m(m 1) p(m) (x) ( — x ) l (x) — mx l (x) — m(m — ) l (x) —2x P(m+1) (x) — 2m P(m)(x) + l(l + 1) P(m)(x) = 0 — x l (x) — m l (x) + ( + ) l (x) = Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 263 care după înmulțirea cu (1 — x2)m se poate scrie sub forma [(1 — x2)m+1 Fz(m+1) (x)]' = — [l(l + 1) — m(m + 1)] (1 — x2)m Ptm(x) Pentru m > 0, utilizand integrarea prin parți si relația precedenta obținem /pm pm\ r1 (1 x2)m p(m) (x) p(m) (x) dx \pl , pl' / = J-1(1 x ) pl (x) pv (x) dx a 2\m t~>(m (m 1 i (1 sp2 } m f-*' ' (T I ' 2(/Pl/7/P X ) P (X) Pl 1-1 J-1[(1 X ) P (X)] Pl (X) dX = (l — m + 1)(l + m) j21(1 — x2)m—1 p(m-1)(x) /'-m 1 (x) dx = (l — m + 1)(l + m)(Plm-1 ,Pm -1) = (l — m + 1)(l — m + 2)(l + m — 1)(l + m^P™-2, 2 = • • • — (l m + 1)(l m + 2) (l + mW P0 P— 2 (l+m)! c = (l — m + 1)(l — m + 2) (l + m)[Pl ,PV ) = 2Î+Î (l-m)l cll' • 7 2 7 Se poate arata ca oricare ar fi m G N sistemul f l2n + 1 (l — m)! P ml I V 2 (l + m)! l |, r , t v ’ ) lg{m,m+1, } este o baza ortonormata în spațiul Hilbert L2(—1,1) Utilizand schimbarea de variabila x = cos 0 rezulta imediat ca sistemul de functii j 4 ,/2n + 1 (l — m)! Pm(cos 0)l (V 2 (l + m)! Pl(cos'Vm^ este un sistem ortonormat în raport cu produsul scalar yn =/ f(0) g(0) sin 0d0 0 7 3 Polinoame Laguerre 7 3 1 Exercițiu Sa se arate ca integrala improprie tx-1 dt este convergenta oricare ar fi x G (0, w) Rezolvare Fie x> 0 si n G N astfel încat n>x Deoarece 264 Complemente de Matematica 0 R, r(x) = / e-t tx-i dt o definita cu ajutorul unei integrale cu parametru, este o functie continuă 7 3 3 Teoremă Avem r(x+1) = x r(x) oricare ar fi x G (0, to) r(n+1)= n! oricare ar fi nG{0,1,2, } Demonstrație Integrând prin parti obtinem r(x+1) = fM ' tx dt = — f^(e-t)' tx dt = —e-t tx\^ + x fMe-t) tx-i dt = x r(x) Avem r(1) = e t dt = 1 si r(n+1) = nT(n) = n(n — 1)r(n —1)= = n! 7 3 4 Se poate araăta caă n r(x) r(1—x) = —-—-V V ’ sin(nx) oricare ar fi x G (0,1) 7 3 5 Pentru orice n G N avem r(x) = r(x+n) ( ) x(x + 1) (x+n —1) 7 3 6 Definiție Funcția F:R —{0, —1, —2, }—>R, f JiTe-t tx-i dt daca x> 0 r(x) = n nentru n G N L x(x+i) (x+n-i) daca x> n pe™u n G N se numeste funcția gamma a lui Euler Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 265 10 5 -3 I 1 2 1 -5 -10 1 2 3 Figura 7 3: Funcția T a lui Euler 7 3 7 Definiție Polinoamele Lq, Lx, LȘ ■ ■ ■ cu A>—1 satisfăcând condițiile Out[l] = l In :=LaguerreL i—> Out =l+a—x In :=LaguerreL i—> Out = i(2+3a+a2 — 4x— 2ax+x2) 7 3 11 Exercițiu Sâ se arate câ toate rădăcinile polinomului Lx sunt simple și aparțin intervalului (0, oo) Rezolvare A se vedea pag 253-7 266 Complemente de Matematică Figura 7 4: Funcțiile Lq, Li, L-z, L3 și funcția Lio- 7 3 12 Teoremă (Rodrigues) Polinomul Laguerre L* verifică relația 1 dn / \ Lto = ^-V—p+“e-ț) (7 6) oricare ar fi n G N Demonstrație Este similară cu demonstrația prezentată la pag 253-8 7 3 13 Relația (7 6) poate fi utilizată ca definiție pentru polinoamele Laguerre 7 3 14 Exercițiu Să se determine Lq, //) și Lg folosind formula lui Rodrigues 7 3 15 Propoziție Oricare ar fi nGN, ecuația (ecuația polinoamelor Laguerre) xy" + (A + 1 — xi)y' + ny = 0 admite o soluție polinomiald, dar nu admite soluții polinomiale liniar independente Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 254-11 7 3 16 Propoziție Soluția polinomiald a ecuației xy" + (A + 1 — xi)y' + ny = 0 care verifică condiția {0 pentru n = 2m + 1 r(m+A+i) , 9 m! r(Ă+i) pentru n = 2m este polinomul Laguerre L* Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 255-12 Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 267 7 3 17 Oricare ar fi n G N avem x(L'n')" + (A + 1 — x)(Lny + nL'n = 0 7 3 18 Teoremă (Funcția generatoare) Pentru x G (0, w) și t G (—1,1) avem 1 Demonstrație Este este similara cu demonstrația prezentata la pag 258-19 7 3 20 Teoremă (Norma polinoamelor Laguerre) Avem /rA rA\ r(n + A + 1) \Ln ,Ln' ) = nȚ Demonstrație Inmultind dezvoltarile în serie xt 1-t = T L^(x) tn si dnn' • (i t)A+i e obțtinem relațtia (i t)Ă+1 e (i tg2X+2 e 2xt C OO ~ = e e Ln (x) Lm(x) tn+m din care rezulta OO OO c E E tn+m f L^(x) L^(x) xA e x dx n=0 m=0 0 (i t)2X+2 = J^+2 0 e c 2xt J e 1-t xA e x dx 0 C 1+t i-tx xA dx Utilizand substituția u = x obtinem E ||Lni|2t2n n=0 (i t^+iJ e u ux du = r(A+1)(1 — t2) Ă i = r(A+1) EC=0 ( Ă i)( Ă;!2)"'( Ă n) (—t2)n = r(A ■ F Ec=0 (A+i)(A+2) (A+n) n! t2n 1 xt C \ , X 1-7 = Z Lxm(x) tm r(n+A+i) >2n 2-^n=0 n! 268 Complemente de Matematica 7 3 21 Teoremă Daca funcția f: (0, to) —> R este dezvoltabilă în serie de polinoame Laguerre oo f (x) = £ Cn Lxn(x) (7 7) n=0 atunci oo Cn = r(n+l+1) J f (x) Ln(x) xX e dx- (7 8) Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 260-24 7 3 22 Exercițiu Sa se arate ca 1 00 1 ■ 2 L»(x) Rezolvare A se vedea , pag 251 7 3 23 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux) n m (n i ni txi%) tx ^i) tx ^) tx rx(^Tx(,\ — (n + 1)! Ln(x) Ln+1(y) - Ln+1(x) Ln(y) r(k+a+1) Lk(x) Lk (y) = r(k+a+1) x-y k=0 Demonstrație Este este similara cu demonstrația prezentata la pag 260-27 7 4 Polinoame Hermite 7 4 1 7 4 2 7 4 3 Definiție Polinoamele H0, H1, H2 satisfacand condițiile H2„+1(0)=0, H2„(0) = (-1)n obținute ortogonalizând sirul 1, x, x2, în raport cu produsul scalar f 0 2 fppf} = ^(x) ^(x)e x dx J —o se numesc polinoame Hermite Exercițiu Să se arate ca Hn este polinom de gradul n Exercițiu Să se determine polinoamele Hermite H0, H1, H2 Răspuns Utilizand metoda de la pag 252-4 se obtin polinoamele H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 - 2 Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 269 7 4 4 MATHEMATICA: HermiteHEn, x] In[l] :=HermiteH[O, x] In :=HermiteH[l, x] In :=HermiteH Out[l] = l Out =2x Out =—2+4x2 Figura 7 5: Funcțiile Ho, Hi, H2, H$ și funcția Hn, 7 4 5 Exercițiu Să se arate că toate rădăcinile polinomului Hn sunt simple Rezolvare A se vedea pag 253-7 7 4 6 Teoremă (Rodrigues) Polinomul Hermite Hn verifică relația o dn / H„W = (-l)"e* — (e”) (7 9) oricare ar fin G N Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 253-8 7 4 7 Relația (7 9) poate fi utilizată ca definiție pentru polinoamele Hermite 7 4 8 Exercițiu Să se determine Ho, II \ și H2 folosind formula lui Rodrigues 7 4 9 Propoziție Oricare arfinEN, ecuația (ecuația polinoamelor Hermite) y" — 2xy' + 2ny = 0 admite o soluție polinomială dar nu admite soluții polinomiale liniar independente Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 254-11 270 Complemente de Matematica 7 4 10 Propoziție Solutia polinomială a ecuației y" — 2xy' + 2ny = care verifica conditia 0 0 y(0) I ( 1)m (2m)! I ( 1) m! pentru pentru n = 2m + 1 n = 2m este polinomul Hermite Hn Demonstrație Este este similară cu demonstrația prezentată la pag 255-12 7 4 11 Ecuatia diferențiala verificata de polinomul Pn H'n — 2xH'n + 2nHn = 0 se poate scrie sub forma n — 2n Hn Din d2 19™ ( d 12^ d dx2 + 2x dx ț dx +2xJ dx dL + 2x — = — — +2r^ —2 dx2 + 2x dx = dx ț dx + 2 x 2 rezulta relatiile dd d + 2x dx) dxHn = 2(n — 1)dxHn + 2x d H — — +2r) — 2(n + 1)1— — +2r) H + 2x dxj \ dx +2X]Hn = 2(n + 1) ț dx +2X Hn care arata ca : dxHn coincide cu Hn-1 pana la o constanta multiplicativa ( - dx +2x) Hn coincide cu Hn+1 pana la o constanta multiplicativa 7 4 12 Teoremă (Funcția generatoare) Avem e^tx-t2 \ ' Hn(x) t« n n! ’ n=0 Demonstrație Este este similara cu demonstrația prezentata la pag 257-16 (7 10) 7 4 13 Exercițiu Sa se determine H0, H1 si H2 folosind functia generatoare Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 271 7 4 14 Exercițiu Să se arate că Hn(-x) = (-1)n Hn(x) Rezolvare Relația rezultă din v- Hn(x) ,n 2tx—t2 o2(—t)(—x) — (—t)2 Hn(—x') ( ,)n n! b e e 2 ^ n=0 n! ( 1) • 7 4 15 Teoremă Polinoamele Hermite verifică relatia de recurentă Hn+i(x) - 2xHn (x) + 2nHn— i(x) — 0 oricare ar fi n > 1 Demonstrație Este este similara cu demonstrata prezentata la pag 258-19 7 4 16 Teoremă Polinoamele Hermite verifică relatiile d ( d \ — Hn — 2nHn-1 si ( j +2x ) Hn — Hn|1 dx dx Demonstratie Derivand (7 10) în raport cu x obtinem relatia 2te2tx-t2 — Ș2 H'n (x) tn care se mai poate scrie 2 Hn(x) R este dezvoltabilă în serie de polinoame Hermite oo f (x) = £ Cn Hn(x) (7 11) atunci -i °° 2 țpm f f (x) Hn(x)e x dx v — c Demonstratie Este este similara cu demonstrația prezentata la pag 260-24 Cn (7 12) 272 Complemente de Matematica 7 4 19 Exercițiu Să se arate că a) |x| = L + L y ,/~1)n-1 H2 (x) a) /n 1 Cn 22n n! (2n-1) H2n(x) v v n= 1 ,x -£ (-1)n t2n + 1 II ( \ b) sin tx = e OZ (2n+1)!22n+i Hn+1(x) n=0 v ' Rezolvare A se vedea , pag 242-243 7 4 20 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux) 1 H M H (1 ) Hn+1(x) Hn(y) — Hn(x) Hn+1(y) X ' H ' H ■ = -„I2 +1 (x — y) Demonstrație Este este similara cu demonstrația prezentata la pag 260-27 7 4 21 Polinoamele x2 dn ( H*(x) = ( —1)n e — ( e 11n(x) ( ) e dxn l e -2 (7 13) direct legate de polinoamele Hermite Hn(x) = H^(xV2) verifică relațiile x2 J-v Hn(x) Hm(x)e 2 dx = n\V2nânm (Hmy — x (Hm)' + nH* = 0 e2tx-m V (x) tn e 2 = \^^ t n=0 H*+1(x) — xH*(x) + nH* 1(x) = 0 dx Hn = nHn-1 r* h* n Hn+1- 7 5 Polinoame de tip hipergeometric 7 5 1 Polinoamele Legendre, Laguerre si Hermite prezentate în sectiunile anterioare reprezinta cele mai simple functii speciale Definitiile si rezultatele prezentate admit importante generalizară Ele sunt cazuri particulare pentru cele referitoare la polinoamelede de tip hipergeometric si functiile speciale asociate lor Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 273 7 5 2 Ecuațiile de forma (numite ecuații de tip hipergeometric) a(s) V”(s) + t (s) y'(s) + Ay(s) = 0 (7 14) unde a(s') = 0 este un polinom de grad cel mult 2 și t(s) un polinom de grad cel mult 1, joaca un rol important în mecanica cuantica si fizica matematica Funcțiile care verifică astfel de ecuatii sunt numite funcții de tip hypergeometric 7 5 3 Propoziție Derivatele funcțiilor de tip hipergeometric sunt funcții de tip hipergeometric Demonstrație Derivand ecuatia (7 14) obtinem relatia a(s) (y')"(s) + a'(s) (y')/(s) + t (s) (y')/(s) + T'(s) y/(s) + Ay/(s) =0 adică functia vi(s) = y'(s) verifica ecuatia de tip hipergeometric a(s) vi(s) + Ti(s) vi(s) + pi vi(s) = 0 (7 15) unde Ti(s) = t (s) + a'(s) si pi = A + t'(s) Derivand de n ori ecuatia (7 14) obtinem relatia a(s) (y(n))"(s) + na'(s) (y(n'))'(s) + |n(n — 1)a11 (s) y(n)(s) +t(s) (y(n))'(s) + nT'(s) y(n)(s) + t(s) (y(n))'(s) + Ay(n)(s) = 0 adică functia vn(s) = y(n)(s) verifică ecuatia de tip hipergeometric a(s) vn(s) + Tn(s) v'n(s) + Pn Vn(s) = 0 (7 16) unde Tn(s) = t (s) + na'(s) si Pn = A + nT + n(n — 1)a” (7 17) 7 5 4 Lemă Daca pi — Ti + a" = 0 atunci orice soluție vi a ecuației a(s) v" (s) + Ti(s) vi (s) + pi vi(s) = 0 este derivata unei soluții y a ecuației a(s) y"(s) + t(s) y'(s) + Ay(s) = 0 cu t(s) = Ti(s) — az(s) si A = pi — t' = pi — t{+ct" Demonstrație Fie v i o solutie a ecuatiei (7 15) Functia y care verifica conditiile a(s) y"(s)+ t (s) y'(s) + Ay(s)=0 si v i (s) = y'(s) 274 Complemente de Matematica este i y(s) = - - [a(s) vi (s)+ t (s) (s)] = - - [a(s) v'1 (s)+ti(s) vi(s) - a' (s) (s)] Prin calcul direct se obține că y astfel definită îndeplinește condițiile cerute 7 5 5 Din relatiile Tm(s) = t(s) + ma'(s) și pm = - + mT + 2m(m - 1)a" rezultă că - (n - k)T,n - ^(n - k)(n - k + 1)a" oricare ar fi k E {0,1, 2,n - 1} 7 5 6 Teoremă Daca pn și Tn sunt astfel încât pk = 0, oricare ar f k E {0,1,2, ,n - 1} (7 18) atunci orice soluție vn a ecuației a(s) v’f (s) + Tn(s) v'n(s) + pn vn(s) = 0 (7 19) este derivata de ordin n a unei solutii y a ecuatiei a(s) y”(s) + t(s) y'(s) + -y(s) = 0 cu t(s) = Tn(s)-na'(s) și - = pn-ut'- n(n - 1)a/z Demonstrație Ipoteza permite aplicarea succesivă de n ori a lemei precedente 7 5 7 In cazul pn = 0 ecuația (7 19) admite soluția vn = const si conditia (7 18) devine Tn + |(n - k + 1) a11 = 0, oricare ar fi k E {0,1,2, , n - 1} In acest caz, vn = const este derivata de ordin n a unei solutii y a ecuatiei a(s) y"(s) + t (s) y'(s) + -n y(s) = 0 unde a" -n = —n(n - 1)-ut' adica acesta ecuatie admite ca sohifie un polinom $n de gradul n a(s) $n(s) + T(s) $n(s) + -n #n(s) = 0 (7 20) Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 275 7 5 8 Ecuația (7 14), adică ecuația a(s) y" + t (s) y' + Xy = 0 (7 21) se poate scrie sub forma auto-adjunctă [ayy' ]' + Xyy = 0 alegând o funcție y astfel încat (ay)' = ry, adica astfel încat a1 y' t — + - = - a y a Din ultima relație rezulta ca i , x [s t (t) ln(ap) = / ■—— dt a(t) undo fs T dt fr fi in ptioi T ci nrîn nmiPFC nntom alocro umv j (y(t) U'v esie o pM^^^iva luncțiti ^"(t) , s^ prin uimaiv putem aiege 1 fs T(t) dt p(s) = —- eJ (7 22) a(s) 7 5 9 Propoziție Ecuația a(s) v'n + Tn(s) v'n + pn Vn = 0 se poate scrie sub forma auto-adjuncta [aQnV'n]' + En QnVn = 0 alegând Qn(s) = an(s) y(s) Demonstrație Deoarece Tn(s) = t(s) + na'(s'), din (ay)' = Ty si (ayn)' = Tnyn rezulta = K + „a' yn y adicăa relațtia l + nal yn y a care arată ca putem alege yn(s) = an(s) y(s) 7 5 10 Teoremă (Rodrigues) Polinomul $n de gradul n care verifica ecuatia a(s) $n(s) + T(s) $n(s) + Xn $n(s) = 0 este (pâna la o constanta multiplicativa) 1 dn *-(s’ = Jw dsn [an *WI- 276 Complemente de Matematica Demonstrație Relațiile Qk+1(s) = a(s) Qk(s) și vk(s) = $£fc)(s) ne permit sa scriem egalitatea [aokv'k]' + pk Qk vk = 0 sub forma unei relații de recurență Qk vk = (£k+i vk+i) ^k care aplicată succesiv conduce la Q^n = -±(21 Vi)' = (-±) (-±) (^2 V2)" = • = (-T) (-Tî) ■■■(-aM Vn)(n)- Deoarece vn(s) = const si Qn(s) = an(s) q(s') se obtine pentru $n relatia din enunt 7 5 11 Ecuatia (7 14) se consideră în mod uzual pe un interval (a, b), ales astfel încat a(s) > 0 oricare ar fi s G (a, b) q(s) > 0 oricare ar fi s G (a, b) (7 23) lims a(s)y(s) liiiis a(s)y(s) = 0 Daca se utilizeza în ecuatia (7 14) o schimbare de variabila t = cs + d cu c = 0 si se noteaza cu z(t) noua functie necunoscuta aleasă astfel încat y(s) = z(cs + d) atunci pentru z se obtine ecuatia de tip hipergeometric 1d 1d c2al -t ) z”(t) + ct\ -t ) z'(t) + Az(t) = 0 cc cc O schimbare de variabila s cs+d permite reducerea cazului în care a este polinom de gradul zero la a(s) = 1 Similar, cazurile în care a este polinom de gradul întâi pot fi reduse la a(s) = s Cazurile în care a este polinom de gradul al doilea pot fi reduse la a(s) = s2+1 (daca a nu are radacini reale), a(s) = s2 (daca a are o singura râdacina reala), a(s) = 1 — s2 (daca a are doua radacini reale este pozitiva între radacini), a(s) = s2—1 (daca a are doua radacini reale si este negativă între radacini) Pastram pentru t forma generala t(s) = as + Ș dar impunem coeficientilor a, fi restricțiile necesare pentru ca intervalul (a, b) verificand conditiile (7 23) sa existe (a se vedea tabelul 7 1) 7 5 12 Aplicatia N —> R : l A/ este strict crescătoare pe multimea {l G N | l 0 1—s2 as+Ș (1 + s) — (a—d)/2—1 (1 — s) — (a+ă)/2— 1 (—1, 1) a 0 s2 + 1 as+Ș (1 + s2)a/2—1 e^ arctan s (—w, w) a 0 astfel încat 1 + e I 2! - 2 = 2^ - 1 + e ; (s)|2q(s) = lim -— a(s)y(s) = 0 Convergenta integralei (16) rezulta din convergenta integralei fj™ s 1 £ds Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 279 7 6 Funcții speciale asociate 7 6 1 Polinoamele Legendre sunt polinoame de tip hipergeometric Funcțiile definite cu ajutorul polinoamelor Legendre / , -\m dm rTW — f/î-^ j-mP(-) se numesc funcții Legendre asociate 7 6 2 Definiție Funcțiile definite cu ajutorul polinoamelor de tip hipergeometric unde f G N, f m(s)^,™]' + (Af - Xm)Qm(s)^e,m = 0 alegand Qm(s) = am(s)g(s) 7 6 5 Teoremă Daca m m este polinom de gradul k — m, din teorema de la pag 277-13 rezulta că avem I 0 ales astfel încât 2A + e m I 0 pențru am^£,m — i r n \ I ^£,m+1 pențru m ) 1 — s2 as (1 — s2)-a/2-1 —a — 1 (—1,1) s2 - 1 as (s2 — 1)a/2-1 a -1 2 1 (1, TO) s2 as s^/2—1 a 2 1 (0, to) s2 + 1 as (s2 + 1)a/2-1 a 2 1 (—to, to) Tabelul 7 2: Cazurile în care Q(s) — (Jk (s) unde 2 H = H 6dl A — \ 62 Hm = Hm dds m m (2m + 2k + 1)2 • Demonstrație Deoarece 'g/ț„ = Hm — Xm și ama+ = Hm+1 — Xm obținem + £) — Hm — Xm — £(2m + 2k + 1)kz(s) + £2 (Om + £)(fl m + £) — Hm+1 — Xm — £(2m + 2k + 1)kz(s) + £2 pentru orice constanta £ Alegând £ — 6/(2m + 2k + 1) obținem (7 33) / fi + (ct + n | A A Pj + fi + (fi Pi + l / A rt + /7 / Hmam — (amam + ^m)am — am(am°m + ^m) — amHm+1 amHm — Am(Amam + Xm) — (ămarn + Xm)am — Hm+1am 7 6 12 Teoremă Daca 0 m Â/££>m se poate verifica prin inducție Hm+1 &£,m+1 = M P£,m+1 4 Hm££,m = £Cn+1 = \ Hm+1 £Cn+1 X £&,m Din relația (7 35) rezulta ,, (i, arn 0+1 £ Hm+1 — ' m £ o am P r,m r r P £,m+1 — r r £,m+1 — £,m+1- '£ Mm M Mm 7 6 13 La pag 282-9 am obținut factorizarea Hm+1 Mm — amam unde a — K ( S) (— — m K (s) am = K(s) ds m k(s) J Mq)( d T(s) (™ 1)k'(s)A am = K(s) ds — ct(s) — (m —D k(s) ) ■ 7 6 14 Factorizarea mai generala Hm+1 Mm — bmbm (7 36) cu bm și bm de forma bm = k(s) (ds + ^(s)) bm = k(s) (—ds+^(s)) are loc daca 0, Q(t) > 0, oricare ar fi t E (a,b) De aceea, rb es rb —tc (a, b) : x s(x) este astfel încat ds/dx — ±k(s(x)) atunci d2 [«(s)^(s)]1/2 Hm[«(s)^(s)]"1/2|s=s(x) — - d~2 + Vm(x) este un operator de tip Schrodinger si functiile ^£,m : (a', b') —> R, ^gm(x) — ^k(s(x)) p(s(x)) &gm(s(x)) cu m R : x s(x) = x , obtinem: Wm(x) = — Vm (x) = ' + + — + Am Am = —am 2 Oscilatorul tridimensional 2 In cazul a(s) = s , alegand (0, to) —> (0, to) : x s(x) = —, obtinem: Wm(x) = — 4 x — (r + m — 1 V (x) — — x2 + (R + m — ( R + m — -1 + — (R + m) + A Am = —am 3 Potențialul de tip Poschl-Teller In cazul a(s) = 1 — s2 , alegand (0,n) —> (—1,1) : x s(x) = cos x, obtinem: TW (x) — af cotan x — cosec x — —m +— cotan — — tan — m x = am co an x - 2 cosec x = 2 co an 2 - 2 an 2 Vm(x) = (a'm2 — ofm + —cosec2 x — (2a'm — 1) —2 cotanx cosecx — o™+Am Am = m(m — a — 1) 4 Potentialul Poschl-Teller generalizat In cazul a(s) = s2 — 1, alegand (0, to) —> (1, to) : x s(x) = coshx, obtinem: Wm(x) = am cotanh x — — cosech x Vm(x) = ^m+am + 4-) cosech2x —(2am + 1) cotanh x cosech x+am + Am Am = —m(m + a — 1) 5 Potențialul de tip Morse In cazul a(s) = s2 , alegand R —> (0, to) : x s(x) = e— , obtinem: Wm(x) = — 2e — + am Vm(x) = e 2— — (2am + 1) 2e — + am + Am Am = —m(m + a — 1) 290 Complemente de Matematica 6 Potențialul de tip Scarf hiperbolic In cazul a(s) = s2 , alegând R —> R : x s(x) = sinh x , obținem: Wm (x) = am tanh x — - sech x Vm(x) = (—o?m — am + sech2 x — (2am + 1)-2 tanhx sech x + + Am Am = — m(m + a — 1) 7 7 6 In cazurile prezentate in Tabelul 7 2 obținem relațiile [«(s)^(s)]1/2Hm[K(s)Q(s)]~1/2 |s=s(x) = — jj- + Vn(x) Aim = [«(s)^(s)]1/2âm[K(s)g(s)]"1/2 |s=s(x) = ± + Wm(x) Aim = [k(sMs)]1/2 e[K(sMs)]-1/2 is=s(x) = t +Wm(x) J — jj- + Vm(x) — Am = Aim Aim = (t jj + Wm(x)) (± + Wm(x)) [ — jj- + Vm+1(x) — Am = Am Aim = (± jj + Wm(x)) (t + Wm(x)) unde W (x)= T(s(x)) (m 1 dK (s(x)) + 6 Wm(x) = — 2K(s(x)) — r — 2) ds (s(x)) + 2m + 2k + 1 ’ Pentru m R, T£tm(x) k(s(x)) g(s(x)) S£,m(s(x)) sunt functii proprii ale operatorului de tip Schrodinger d2 d~2 + Vm(x) ',m — A£T£,m- 7 7 7 Cazuri particulare (a se vedea Tabelul 7 2) Fie am = —(2m + a — 1)/2 si a'm = (2m — a — 1)/2 1 Potențiale de tip Coulomb - In cazul a(s)= s, alegând (0, to) —> (0, to) : x s(x) = , obtinem: TFm(x) = — + m - j + 2m+2 1 Vm(x) = (ș + m — (jd + m — j- — 61 i (—1,1) : x s(x) = cosx, obținem: lWm(x) = am cotan x + 2m 6a 1 Vm(x) = (am 2 — «m) cosec2 x + 5cotanx — «m2 + m(m — a — 1) Am = m(m — « — 1) — (2m a 1)2 3 Potentiale de tip Eckart In cazul a(s) = s2 — 1, alegand (0, w) —> (1, w) : x s(x) = coshx, obtinem: Wm(x) = «m cotanh x + 2mt+a 1 Vm(x) = («m + «m) cosech2 x — 5cotanh x + «m — m(m — a — 1) Am = —m(m + « — 1) — (2m+a 1)2 4 Potentiale de tip Rosen-Morse hiperbolice In cazul a(s) = s2 + 1, alegand R —> R : x s(x)=sinhx, obtinem: Wm(x) = «m tanh x + 2m^a 1 Vm(x) = — («m + «m) sech2 x — 5 tanh x + «m — m(m — « — 1) Am = —m(m + « — 1) — (2m+a 1)2 7 7 8 Daca schimbarea de variabila (a7,b7) (a, b):xs(x) este astfel încat ds/dx = ±k(s(x)) atunci operatorilor bm si bm definii la pag 285-16 le corespund operatorii Bm = [«(s)^(s)]1/2bm[«(s)^(s)] 1/2 |s=s(j) = ± + Wm,7(x) Bm = [k(sMs)]1/2bm[K(sMs)] 1/2 s - = T + Wm,Y(x) cu superpotentialul WmY (x) definit prin formula W (x) = — T(s(x)) — (m — 1A K'(s(x))+K(s(x)) ''(s(x)) ^(s(x)) Wm,Y(x) 2K(s(x)) r 2) K (s(x)) + K(s(x)) Y + Js am(t) ^(t) dt Operatorul de tip Schrodinger corespunzător lui HmX1 și anume d2 d2 ^2 + Vm+1(x) = BmBm + Am = — -^2 + (x) ± ^^,7(x) + Am admite partenerii supersimetrici d2 d2 — + Vm,Y(x) = BmBm + Am = — + b'"'f2 ' (x) T W"'m,7(x) + Am 292 Complemente de Matematica și are loc relația d2 dX2 + V' (x) (Bm^,m+1) = (Bm^m+1)- Bibliografie I Armeanu, Analiza Funcțională, Editura Universității din București, 1998 D Beklemichev, Cours de Geometrie Analytique et d’Algebre Lineaire, Editions Mir, Moscou, 1988 V Brînzănescu, O Stănăsilă, Matematici Speciale Teorie, Exemple, Aplicații, Editura ALL EDUCAȚIONAL S A , 1998 N Cotfas, Elemente de Algebra Liniara, Editura Universități din Bucuresti, 2009 N Cotfas si L A Cotfas, Elemente de Analiză Matematică, Editura Univer-sităatii din Bucuresti, 2010 N Cotfas si L A Cotfas, Hypergeometric type operators and their supersym-metric partners, J Math Phys 52 (2011) 052101 Nicolae Cotfas and Daniela Dragoman, Properties of finite Gaussians and the discrete-continuous transition, J Phys A: Math Theor 45 (2012) 425305 N Cotfas, J -P Gazeau and A Vourdas, Finite-dimensional Hilbert space and frame quantization, J Phys A: Math Theor 44 (2011) 175303 J -P Gazeau, Coherent States in Quantum Physics, Wiley-VCH, Berlin, 2009 S J Gustafson and I M Sigal, Mathematical Concepts of Quantum Mechanics, Springer, Berlin, 2011 P Hamburg, P Mocanu si N Negoescu, Analiză Matematica (Funcți complexe), Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1982 293 294 Complemente de Matematica L V Kantorovich, G P Akilov, Analiza Funcțională, Editura Științifică și Enciclopedică, București, 1986 M L Mehta, 1987 Eigenvalues and eigenvectorș of the finite Fourier transform, J Math Phys 28 (1987) 781 A Meșșiah, Quantum Mechanics, vol I, North-Holland, Amsterdam, 1961 W Miller, Jr , Lie Theory and Special Functions, Academic Press, New York, 1968 G Mocica , Probleme de Functii Speciale, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1988 M Naimark, A Stern, Theorie des Representations des Groupes, Editions Mir, Moscou, 1979 C Nastăsescu, C Nita, C Vraciu, Bazele Algebrei, vol I, Editura Academiei, Bucuresti, 1986 A F Nikiforov, S K Suslov, and V B Uvarov, Classical Orthogonal Polyno-mials of a Discrete Variable Springer-Verlag, Berlin, 1991 A Perelomov, Generalized Coherent States and Their Applications , Springer, Berlin, 1986 M -E Piticu, M Vraciu, C Timofte, G Pop, Ecuatii Diferentiale Culegere de Probleme, Editura Universităatii Bucuresti, 1995 I L Popescu, I Armeanu, D Blideanu, N Cotfas si I Sandru, Probleme de Analiza Complexa, Editura Tehnica, Bucuresti, 1995 R Richtmyer, Principles of Advanced Mathematical Physics, Springer-Verlag, 1978 M Ruzzi, Jacobi 0-functions and discrete Fourier transform, J Math Phys 47 (2006) 063507 J D Talman, Special Functions A Group Theoretical Approach, Benjamin, New York, 1968 Polinoame ortogonale și funcții speciale asociate 295 C Teleman, M Teleman, Elemente de teoria grupurilor cu aplicații în topologie și fizica, Editura Științifică, București, 1973 C Udriște, C Radu, C Dicu, O Maiancioiu, Algebra, Geometrie și Ecuații Diferențiale, Editura Didactica și Pedagogica, București, 1982 N Ja Vilenkin, Fonctions Speciales et Theorie de la Representation des Groupeș, Dunod, Pariș, 1969 N J Vilenkin and A U Klimyk, Special Functions and Integral Transforms, Kluwer Academic, Dordrecht, 1992 V S Vladimirov, Ecuafiile Fizicii Matematice, Editura Științifica și Enciclopedică, București, 1980 V Vladimirov, Distributions en Physique Mathematique , Editionș MIR, Moșcou, 1979 V S Vladimirov și alții, Culegere de Probleme de Ecuatiile Fizicii Matematice, Editura Stiintifca și Enciclopedica , București, 1981 A Vourdaș, Quantum șyștemș with finite Hilbert șpace, Rep Prog Phys 67 (2004) 267-320 E T Whittaker and G N Watșon, Cambridge Mathematical Library: A Course of Modern Analysis, Cambridge Univerșity Preșș, Cambridge, 2000 